
POLINOMI I RACIONALNE FUNKCIJE
Nast ava u Mat ematiqkoj gim naziji, 2004.

Vladim ir Balti²

1 Pojam polinoma. Prsten polinoma.

1. Dati su polinom i P(x) = x3 + x + 1; Q(x) = x4 ¡ 2x2 + 1; R(x) = x3 ¡ 3x2 + 1. Proveriti da li za svako a 2 R
va¼i:
a) P(a) + P(¡ a) = 2; b) P(1 + a) + P(1 ¡ a) = 6 + 6a2; v) Q(a) ¡ Q(¡ a) = 0;
g) Q(1 + a) ¡ Q(1 ¡ a) = 8a3; d) R(a) ¡ R(¡ a) = 2a3; ±) R(1 + a) + R(1 ¡ a) = ¡ 2.
2. Za polinom P(x) = x3 ¡ x odrediti polinom Q(x) = P(x ¡ 1) + P(x) + P(x + 1).
3. Odrediti zbir P(x) + Q(x), razliku P(x) ¡ Q(x), proizvod P(x) ¢Q(x) i linearnu kombinaciju aP(x) + bQ(x)
polinoma P(x) i Q(x) ako je dat o:
a) P(x) = 3x2 ¡ x + 1; Q(x) = x ¡ 2; a = 3; b = 2
b) P(x) = x2 ¡ 3x + 1; Q(x) = x2 + x ¡ 1; a = 2; b = ¡ 3
v) P(x) = 2x6 ¡ 3x2; Q(x) = 3x5 + 4x ¡ 3; a = 1; b = ¡ 2
g) P(x) = ¡ x3 + x2 ¡ 2x; Q(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1; a = ¡ 3; b = ¡ 2:

4. Odrediti zbir koeficijenat a polinoma P(x): a) P(x) = (x2 ¡ x + 1)1998 ¢(x2 ¡ x + 2)10;
b) P(x) = (x2 ¡ 2x + 3)1999 + (x2 ¡ 6x + 3)1999 ; v) P(x) = (2x2 ¡ 5x + 2)450 ¢(2x2 ¡ 5x + 4)540;
g) P(x) = (x2 + 3x + 2)100 ¢(x2 ¡ 3x + 2)100:
5. Dokazati da ne post oji polinom P sa celobrojnim koeficijentima za koji je is pu©eno P(2) = 1 i P(5) = 6.
6. Dokazati da ne post oji polinom P sa celobrojnim koeficijentima t akav da je P(11) ¡ P(7) prost broj.
7. Neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima. Dokazati da je za svako a 2 Z i svako b 2 N izraz
P(a +

p
b) + P(a ¡

p
b) ceo broj.

8. Neka su dati polinom i P(x) = 1 ¡ x + x2 ¡ x3 + ¢¢¢¡ x99 + x100 i Q(x) = 1 + x + x2 + x3 + ¢¢¢+ x99 + x100 i neka
je P(x) ¢Q(x) = (c0; c1; : : : ; c200). Dokazati da u prizvodu P(x) ¢Q(x) nema qlanova sa neparnim eksponent om, tj.
da su svi c2k ¡ 1 = 0; (k = 1; 2; : : : ; 100).
9y. U kojem od polinoma P(x) = (1 + x2 ¡ x3)1000 i Q(x) = (1 ¡ x2 + x3)1000 je koeficijent uz x20 ve²i?

10. Dokazati identit et e: a) a2 (x ¡ b)(x ¡ v)
(a ¡ b)(a ¡ v)

+ b2 (x ¡ c)(x ¡ a)
(b¡ c)(b¡ a)

+ c2 (x ¡ a)(x ¡ b)
(c ¡ a)(c ¡ b)

= x2;

b)
(x ¡ a)(x ¡ b)(x ¡ v)
(d ¡ a)(d ¡ b)(d ¡ v)

+
(x ¡ b)(x ¡ c)(x ¡ g)
(a ¡ b)(a ¡ c)(a ¡ g)

+
(x ¡ a)(x ¡ c)(x ¡ g)
(b¡ a)(b¡ c)(b¡ g)

+
(x ¡ a)(x ¡ b)(x ¡ g)
(c ¡ a)(c ¡ b)(c ¡ g)

= 1.

11. Odrediti polinom drug og st epena P(x) = a2x2 + a1x + a0 t akav da je: a) P(1) = 6; P(2) = 11,
P(¡ 1) = 8; b) P(1) = 4; P(0) = 3; P(2) = 9; v) P(1) = 2; P(¡ 2) = 8; P(0) = ¡ 2.
12. Dokazati: ako polinom P, n{t og st epena uzima vrednost nula za n + 1 razliqitih vrednosti x 2 C, t ada
je P nula{polinom.
13. Dokazati: ako su P i Q polinom i n{t og st epena i post oje kompleks ni, me±usobno razliqiti brojevi
x0; x1; : : : ; xn t akvi da va¼i P(x i ) = Q(x i ) (za i = 0; 1; : : : ; n), t ada je P = Q.
14. a) Polinom P(x) = x3 ¡ 3x2 + 4x + 1 razvijt e po pot encijama od x ¡ 1.
b) Polinom P(x) = x4 ¡ 5x3 + 5x2 + x + 2 razvijt e po pot encijama od x ¡ 2.
v) Polinom P(x) = x5 + 2x4 ¡ x2 + x + 1 razvijt e po pot encijama od x + 1.
15. Odrediti polinom P(x) ako je a) P(x + 3) = x2 + 2x + 2; b) P(¡ 2x + 1) = 2x2 ¡ x + 3; v) P(x ¡ 2) =
x3 ¡ 6x2 + 11x ¡ 5.
16. Polinom P(x) = x4 + 2x3 + ax2 + 2x + b je kvarat nekog polinoma Q(x), tj. va¼i P(x) = Q(x)2. Odrediti a; b
i polinom Q(x).
17. P je polinom qetvrt og st epena t akav da je P(1) = P(¡ 1) i P(2) = P(¡ 2). Dokazati da je t ada P : R ! R
parna funkcija, tj da va¼i P(x) = P(¡ x)(8x 2 R).
18. Odrediti polinom P qetvrt og st epena za koji je P(x) = P(¡ x).
19. Dat je polinom P(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1. Dokazati da ne post oji polinom Q t akav da va¼i P(x) = (Q±Q)(x),
gde je sa ± oznaqena kompozicija funkcija.
20. Za linearni polinom (tj. polinom oblika P(x) = ax + b;a;b 2 K) P(x) = 2x + 3 odrediti sve linearne
polinome Q za koje va¼i = (P ±Q)(x) = (Q ±P)(x). Za t akve polinome ka¼emoda komutiraju .
21. Dokazati da ne post oji polinom P prvog st epena koji komutira sa polinomom Q(x) = x2 ¡ 2.
22y. a) Odrediti polinome P i Q za koje va¼i: P(x) ¢Q(x) = (P ±Q)(x)(8x);
b) Odrediti polinom P za koji va¼i: P(x) ¢P(x) = (P ±P)(x)(8x).
23. Odrediti zbir koeficijenat a polinoma P(x) = (x5 + x ¡ 1)1999 uz qlanove sa neparnim izlo¼iocima
(st epenima).
24. Dokazati da ne post oji polinom P sa celobrojnim koeficijentima t akav da je P(a) = b;P(b) = c;P(c) = a,
gde su a;b;c tri razliqit a cela broja.
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2 Deǉivost polinoma.

Hornerova xema. Euklidov algoritam. Bezuov stav.

1. Odrediti koliqnik i ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) = x3 + x2 + 2x + 3 polinomom x ¡ 2.
2. Odrediti koliqnik i ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) = 2x5 + x4 + x3 + 2x + 2 polinomom T(x) = 2x2 + 1,
ako su t o polinom i nad poªem GF (3).
3. Odrediti a; b 2 R t ako da je ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) = x4 ¡ 3x2 ¡ ax + b polinomom x + 1 jednak
3, a polinomom x ¡ 2 jednak ¡ 3.
4. Ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) polinomom x ¡ 2 je 2, a polinomom x ¡ 3 je P(x) deªiv. Koliki je
ost at ak pri deªe©u P(x) sa T(x) = x2 ¡ 5x + 6?
5. Ako polinom pri deªe©u polinomom x ¡ a daje ost at ak r a , a pri deªe©u polinomom x ¡ b daje ost at ak r b,
koliki je ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) polinomom T(x) = (x ¡ a)(x ¡ b)?
6. Da li je polinom P(x) = (x2 + x ¡ 1)n + (x2 ¡ x + 1)n ¡ 2 deªiv polinomom Q(x) = x2 ¡ x?
7. Za koje n je polinom P(x) = (x ¡ 2)2n + (x ¡ 1)n ¡ 1 deªiv polinomom Q(x) = x2 ¡ 3x + 2?
8. Odrediti a; b 2 R t ako da polinom P(x) = 2x3 + ax2 ¡ 5x + b bude deªiv polinomom Q(x) = x2 ¡ x ¡ 2.
9. Na²i ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) = x100 + 3x99 + x2 ¡ 3x + 9 polinomom Q(x) = x2 + 2x ¡ 3.
10. Ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) polinomom Q(x) = x2 + x ¡ 2 je R(x) = x + 1. Odrediti ost at ak pri
deªe©u P(x) sa x + 2.
11. Polinom P(x) = x3 + ax2 + bx + c deªiv je sa Q(x) = x2 ¡ 3x + 2, a pri deªe©u sa T(x) daje ost at ak ¡ 24.
Odrediti koeficijent e a;b i c.
12. Koliki je ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) = 2100x100 + 299x99 + : : : + 2x + 1 polinomom a) Q(x) = x + 1;
b) Q(x) = 2x ¡ 1; v) Q(x) = x2 ¡ 1

2 x ¡ 1
2 ?

13. Polinom P(x) pri deªe©u polinomom x + 1 daje ost at ak 4, a pri deªe©u polinomom x2 + 1 ost at ak
R(x) = 2x + 3. Koliki je ost at ak pri deªe©u P(x) polinomom Q(x) = x3 + x2 + x + 1?
14. Odrediti ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) polinomom Q(x) = x4 + x2 + 1 ako P(x) pri deªe©u polinomom
T1(x) = x2+ x+ 1 daje ost at ak R1(x) = ¡ x+ 1, a pri deªe©u polinomom T2(x) = x2¡ x+ 1 daje ost at ak R2(x) = 3x+ 5.
15. Da li je polinom P(x) = x4n ¡ 2 ¡ x4n ¡ 4 + x4n ¡ 6 ¡ : : : + x2 ¡ 1 deªiv polinom Q(x) = x4 ¡ 1?
16. Ako je polinom P(x) = x2n + a1x2n ¡ 2 + : : : an ¡ 1x2 + an deªiv sa x ¡ 1, onda je deªiv i sa x2 ¡ 1. Dokazati.
17. Zbir svih koeficijenat a polinoma P(x) jednak je 2, a zbir koeficijenat a na parnim mestima jednak je 1.
Odrediti ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) polinomom Q(x) = x2 ¡ 1.
18. Ako polinom i P1 i P2 nisu deªivi polinomom Q, moguli ©ihov zbir P1 + P2, proizvod P1P2 i kompozicija
P1 ±P2 biti deªivi sa Q? Ako je mogu²e dati i primer, a ako nije dokazati da ne mo¼e.
19. Dokazati: ako polinom P(x) sa celobrojnim koeficijentima za x = 1; 2; 3; 4 uzima istu vrednost p, gde je
p prost broj, onda ni za koji ceo broj a ne mo¼ebiti P(a) = 2p.
20. Odrediti a; b 2 R t ako da polinom P(x) = 6x4 ¡ 7x3 + ax2 + 3x + 2 bude deªiv polinomom Q(x) = x2 ¡ x + b.
21. Dokazati da polinom P(x) = x6 + x3 + a nije deªiv Q(x) = x3 + x + a ni za jedno a 2 R.
22. Korix²e©em Hornerove xeme prevesti u dekadni sist em slede²e brojeve:
a) (11010001)2; b) (21102)3; v) (32131)5.
23. Primenom Hornerove xeme razviti polinom P(x) po pot encijama (st epenima) od x ¡ a ako je dat o: a)
P(x) = x3 ¡ 3x2 + 4x + 1; a = 1; b) P(x) = x4 + 3x3 ¡ 4x2 + 6x ¡ 5; a = ¡ 2;
v) P(x) = 2x5 ¡ 3x3 + 6x2 ¡ 8x ¡ 4; a = 3.
24. Ako su polinom i P(x) i Q(x) t akvi da je degP = n > 1; degQ = m > 1, onda post oje polinom i S(x) (st epena
najvixe n ¡ 1) i T(x) (st epena najvixe m ¡ 1), t akvi da va¼i: P(x)S(x) + Q(x)T(x) = 0 ako i samo ako P i Q
nisu uzajamno prosti (tj. NZD (P; Q) 6= 1).
25. Odrediti polinome S i T, t ako da va¼i PS+ QT = NZD(P; Q): a) P(x) = 3x3 ¡ 2x2 + x + 2; Q(x) = x2 ¡ x + 1;
b) P(x) = x4 + x3 ¡ 3x2 ¡ 6x ¡ 3; Q(x) = x3 ¡ 2x2 + x + 2;
v) P(x) = x5 ¡ x4 + x3 ¡ x2 ¡ 4; Q(x) = x4 + x3 + 2x2 + 4.
26. Za P(x) = nx n +1 ¡ (n + 1)xn + 1; Q(x) = xn ¡ nx + n ¡ 1; n 2 N odrediti NZD (P; Q).
27. Dokazati da su polinom i P(x) = nx n ¡ 1 + (n ¡ 1)xn ¡ 2 + : : :+ 2x + 1 i Q(x) = xn ¡ 2 + 2xn ¡ 3 + : : :+ (n ¡ 2)x + (n ¡ 1)
uzajamno prosti za svako n 2 N; n > 2.
28. Da li je polinom P(x) = nx n +1 ¡ (1 + np)xn + (p ¡ 1)(xn ¡ 1 + xn ¡ 2 + : : : + x) = p deªiv polinomom Q(x) =
x2 ¡ (p + 1)x + p, gde je n prirodan, a p realan broj? Posebno is pit ati sluqaj kada je p = 1.
29. Dokazati da je polinom P2n +1 (x) = (x + a + b)2n +1 ¡ x2n +1 ¡ a2n +1 ¡ b2n +1 deªiv polinomom P3(x). Zatim
rexiti jednaqinu P5(x) = 0.
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3 Nule polinoma.

Celobrojne, racionalne i kompleksne nule.

Vietova pravila. Ireducibilni polinomi.

1. Odrediti vixestrukost nule x polinoma P(x): a) x = 3 P(x) = 3x4 ¡ 9x3 ¡ x2 + 4x ¡ 3;
b) x = ¡ 2 P(x) = x5 + 5x4 + 6x3 ¡ 4x2 ¡ 8x; v) x = ¡ 1

2 P(x) = 4x3 + 8x2 + 5x + 1.
2. Odrediti polinom qetvrt og st epena kome su koreni ¡ 1 i 2, a ¡ 2 je dvostruki koren.
3. Odrediti moniqan polinom qetvrt og st epena P(x) ako je poznat o da je x = ¡ 2 trostruka nula polinoma
P(x), a pri deªe©u polinoma P(x) polinomom Q(x) = x + 3 dobija se ost at ak ¡ 1.
4. Odrediti zajedniqke nule polinoma: a) P(x) = x4 + x3 + 2x2 + x + 1; Q(x) = x3 ¡ 2x2 + x ¡ 2;
b) P(x) = x4 + 6x3 + 17x2 + 24x + 12; Q(x) = x3 ¡ 2x2 ¡ 13x ¡ 10:
5. Broj x = a je nula reda k polinoma P i ujedno nula reda l > k polinoma Q. Odrediti vixestrukosti nule
x = a polinoma P ¢Q i P + Q.
6. Dat je polinom P(x) = x4 ¡ 2x3 + 3x2 ¡ 2x + 2. Neka je ® koren jednaqine x2 ¡ x ¡ 3 = 0. Izraqunati P(®).
7. Brojevi x = 1 i x = 2 su nule polinoma P, kome je slobodan qlan jednak 4. Na²i ost at ak pri deªe©u
polinoma P(x) polinomom Q(x) = x3 ¡ 3x2 + 2x.
8. Koje uslove je potrebno da is pu©avaju prirodan broj n i realan broj a, da bi polinom P(x) = xn ¡ axn ¡ 1 +
ax ¡ 1 bio deªiv polinomom Q(x) = (x ¡ 1)2?
9. Odrediti a i b t ako da jedan koren polinoma P(x) = x3 + 6x2 + ax + b bude 3, a ost ala dva korena da budu
uzast opni celi brojevi.
10. Odrediti a i b t ako da je jedan koren polinoma P(x) = x3 + ax2 + 4x + b jednak 2, a i razlika preost ala
dva korena je jednaka 2.
11. Odrediti a i b t ako da su koreni polinoma P(x) = x3 + ax2 + 26x + b tri uzast opna cela broja.
12. Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 + 3x + q = 0 nema celobrojnih rexe©a.
13. Da bi me±u korenima polinoma P(x) = x3 + ax2 + bx+ c bila dva suprotna broja, potreban i dovoªan uslov
je ab= c. Dokazati.
14. Dokazati da alg ebars ka jednaqina f (x) = 0 n-t og st epenasa celobrojnim koeficijentima nemacelobrojnih
rexe©a ako su brojevi f (0) i f (1) neparni.
15. Dokazati da alg ebars ka jednaqina f (x) = 0 n-t og st epenasa celobrojnim koeficijentima nemacelobrojnih
rexe©a ako nijedan od brojeva f (1); f (2); f (3) nije deªiv sa 3.
16. Polinom P n-t og st epena sa celobrojnim koeficijentima za x = 0; 1; : : : ; n ¡ 1 uzima vrednosti razliqit e
od nule i po apsolutnoj vrednosti ma©e od n. Dokazati da P nema celobrojnih nula.
17. Neka je P 2 Z[x] i neka su a i b uzajamno prosti celi brojevi. Ako je P(a) deªiv sa b i P(b) deªiv sa a,
dokazati da je t ada P(a + b) deªiv sa ab.
18. Ako je broj ® nula polinoma sa celobrojnim koeficijentima, onda je za sve prirodne m i broj m

p
® t ako±e

nula nekog polinoma sa celobrojnim koeficijentima.
19. Ako je x1 6= 0 koren jednaqine oblika ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0, onda je i 1

x 1

koren ist e jednaqine.
Dokazati.
20. Odrediti a; b i c t ako da jedan koren polinoma P(x) = 6x3 + ax2 + bx + c bude 1

3 , a ost ala dva korena da
budu suprotni racionalni brojevi.
21. Dokazati da polinom sa celobrojnim koeficijentima P(x) = px5 ¡ (p ¡ 1)x2 + 1, gde je p prost broj, nema
racionalnih korena.
22. Odrediti sve prost e brojeve p za koje jednaqina px3 + x + 2 = 0 ima bar jedan racionalan koren.
23. Odrediti racionalne nule polinoma P(x) = 6x3 ¡ 13x2 + 9x ¡ 2.
24. Rast aviti na qinioce polinom P(x) = x3 ¡ 7x2 + 14x ¡ 8.
25. Ako moniqan polinom P sa celobrojnim koeficijentima nema celobrojnih nula, t ada su sve realne nule
t og polinoma iracionalni brojevi.
26. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 i prost broj p va¼i da je n

p
p iracionalan broj.

27. Dokazati da ako je p prost broj onda polinom P(x) = xn + xn ¡ 1 + : : : + x + p nemaracionalnih korena.
28. Neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima i neka za tri razliqit a cela broja a;b i c va¼i
P(a) = P(b) = P(c) = 1. Dokazati da P nemacelobrojnih korena.
29. Dat je realni polinom P(x) = an xn + an ¡ 1xn ¡ 1 + : : : + a1x + a0. Neka su ©egove nule x1; x2; : : : ; xn . Odrediti

nule polinoma: a) Q1(x) =
P (n ) (a)

n!
xn +

P (n ¡ 1) (a)
(n ¡ 1)!

xn ¡ 1 + : : : +
P"( a)

2!
x2 + P0(a)x + P(a);

b) Q2(x) = an xn ¡ an ¡ 1xn ¡ 1 + an ¡ 2xn ¡ 2 ¡ : : : + (¡ 1)n a0; v) Q3(x) = a0xn + a1xn ¡ 1 + : : : + an ¡ 1x + an ;
g) Q4(x) = an xn + an ¡ 1bxn ¡ 1 + an ¡ 2b2xn ¡ 2 + : : : + a1bn ¡ 1x + a0bn , gde su a i b dati realni brojevi.
30. Ako polinom P sa celobrojnim koeficijentima uzima vrednost 2 za tri razliqit e celobrojne vrednosti,
onda P ni za jedan ceo broj ne uzima vrednost 3. Dokazati.
31. Dokazati da se polinom P(x) = (x ¡ a1)(x ¡ a2) : : : (x ¡ an ) ¡ 1, gde su a1; : : : ; an razliqiti celi brojevi, ne
mo¼eprikazati u obliku proizvoda dva polinoma st epena > 1 sa celobrojnim koeficijentima.
32. Dokazati da se polinom P(x) = (x ¡ a1)(x ¡ a2) : : : (x ¡ an ) + 1, gde su a1; : : : ; an razliqiti celi brojevi, ne
mo¼eprikazati u obliku proizvoda dva polinoma st epena > 1 sa celobrojnim koeficijentima.
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33. Dokazati da se polinom P(x) = (x ¡ a1)2(x ¡ a2)2 : : : (x ¡ an )2 + 1, gde su a1; : : : ; an razliqiti celi brojevi,
ne mo¼eprikazati u obliku proizvoda dva polinoma st epena > 1 sa celobrojnim koeficijentima.
34y. Odrediti sve polinome P za koje va¼i: x ¢P(x ¡ 1) = (x ¡ 3) ¢P(x); 8x 2 R.
35y. Odrediti sve polinome P za koje va¼i: (x ¡ 1) ¢P(x) = (x ¡ 3) ¢P(x ¡ 1); 8x 2 R.
36z. Odrediti sve polinome P za koje va¼i: P(x) ¢P(x + 1) = P(x2 + x + 1); 8x 2 R.
37y. Neka je P(x) = xn + an ¡ 1xn ¡ 1 + : : : + a1x + 1 realan polinom sa nenegativnim koeficijentima, koji ima n
realnih korena. Dokazati da je P(2) > 3n .
38y. Niz polinoma P0(x); P1(x); : : : zadat je sa P0(x) = 1; P1(x) = x; Pk+2 (x) = 2x ¢Pk+1 (x) ¡ Pk (x)(k = 0; 1; : : :).
Dokazati da se sve realne nule polinoma Pk (x) nalaze u int ervalu (¡ 1; 1).
39. Odrediti sve polinome n-t og st epena sa celobrojnim koeficijentima sa osobinom da u n celobrojnih
t aqaka imaju vrednost n, a u 0 vrednost 0.
40. Polinom P je sedmogst epena i u sedamrazliqitih celobrojnih t aqaka uzima vrednost 1 ili ¡ 1. Dokazati
da se polinom P ne mo¼eprikazati kao proizvod dva polinoma st epena > 1 sa celobrojnim koeficijentima.
41. Na²i realne nule polinoma P(x) = x4 + 1.
42. Odrediti realne fakt ore polinoma P(x) = x2n + 1; n 2 N.
43. Fakt orisati polinom P(x) = x4 ¡ x3 + 2x2 + 11x + 7.
44. Jednaqina x5 ¡ 2x3 + 2x2 ¡ 4 ima kompleksan koren qiji je argument ¼

4 . Odrediti t aj koren.
45. Na²i sve realne brojeve p i q t akve da polinom i P(x) = x3 + px2 + 18 i Q(x) = x3 + qx + 12 imaju dva
zajedniqka korena. Odrediti t e korene.
46. Sve su nule polinoma P(x) = x3 + px + q; q 6= 0 realne. Dokazati da je koeficijent p negativan.
47. Na²i polinom tre²eg st epena sa vode²im koeficijent om 2 t akav da ©egove nule zadovoªavaju jednakosti
1

x 1

+ 1
x 2

+ 1
x 3

= 2; 1
x 1x 2

+ 1
x 1x 3

+ 1
x 2x 3

= 4; 1
x 1x 2x 3

= 8.
48. Neka su x1; x2; x3 i x4 koreni jednaqine x4 + 5x3 + ax2 + 3x + 5 = 0. Odrediti a 2 R t ako da bude x1 ¢x2 = 1.
49. Odrediti a i b t ako da P(x) = x4 + ax3 + bx2 ¡ 8x + 4 ima dve dvostruke nule.
50. Odrediti a t ako da P(x) = x4 ¡ x3 + ax2 + 6x ¡ 4 ima dva korena qiji je proizvod jednak 2.
51. Rexiti jednaqinu x4 + x3 + 2x2 + 2x + 4 = 0 ako se zna da ona ima jedan kompleksan koren qiji je realan
deo jednak imaginarnom delu .
52. Koreni polinoma Q(x) = x3 + x2 ¡ 2 su kompleks ni brojevi a i b i realan broj c. Odrediti polinom drug og
st epena P za koji je P(c) = c;P(a) = b;P(b) = a i dokazati da je polinom P(P(x)) ¡ x deªiv polinomom Q(x).
53. Dokazati da je polinom P(x) = (x + 1)6m +1 ¡ (x + 1)6n +2 + (x + 1)6p+3 (m; n; p 2 N0) deªiv polinomom
Q(x) = x2 + x + 1.
54. Neka su P; q i r prirodni brojevi. Pod kojim uslovom je polinom P(x) = x3p + ax3q+1 + x3r +2 deªiv
polinomom Q(x) = x2 + ax + 1 ako je a) a = 1; b) a = ¡ 1?
55. Odrediti dovoªan uslov pod kojim je polinom P(x) = xn + : : :+ x + 1 deªiv polinomom Q(x) = xm + : : :+ x + 1.
56. Dat je polinom P(x) = 4x5 ¡ 24x4 + 53x3 ¡ 61x2 + ax + b, gde je a;b 2 R. Na²i sve nule polinoma P ako se
zna da je 1 + i jedna nula i da post oji bar jedna racionalna nula.
57. Ako jednaqina x3 + ax + b = 0 ima racionalne korene p;q i r , dokazati da jednaqina py2 + qy + r = 0 t ako±e
ima racionalne korene.
58. Odrediti vixestruke nule polinoma P(x) = x3 + x2 ¡ x ¡ 1.
59. Odrediti vrednost realnog parametra m t ako da zbir dva korena polinoma P(x) = x4 ¡ 6x3 + mx 2 ¡ 12x + 16
bude jednak zbiru drug a dva korena.
60. Koliko post oji polinoma sa kompleks nim koeficijentima P(x) = x3 + ax2 + bx + c qije su nule a;b i c?
61. Poznat o je da su nule kompleks nog polinoma P(z) = zn + an ¡ 1zn ¡ 1 + ¢¢¢+ a1z + a0 kompleks ni brojevi
®1; ®2; : : : ; ®n . Izraqunati proizvod

Q
= (®1 + 1)(®2 + 1) : : : (®n + 1).

62. Dokazati da ni za jedno n 2 N polinom Pn (x) = x (2n )2 ¡ x (2n ¡ 1)2 ¡ x (2n ¡ 2)2 ¡ : : : + x4 ¡ x + 1 nemarealnih nula.
63y. Neka su a i b koreni polinoma P(x) = x4+ x3¡ 1. Dokazati da je abkoren polinoma Q(x) = x6+ x4+ x3¡ x2 ¡ 1.
64. Realni polinom P(x) = axn ¡ axn ¡ 1 + cn ¡ 2xn ¡ 2 + : : : + c2x2 ¡ n2bx+ b ima n pozitivnih korena. Dokazati da
su svi ti koreni jednaki.
65. Dokazati da je polinom P(x) = x5 ¡ 3x4 + 6x3 ¡ 3x2 + 9x ¡ 6 ireducibilan nad poªem Z.
66. Rast aviti na fakt ore nad poªem Q polinom P: a) P(x) = x4¡ 3x3+ 2x2+ 3x¡ 9; b) P(x) = x4¡ 3x3+ 2x2+ 2x¡ 6;
v) P(x) = x4 + 4x3 ¡ 6x2 ¡ 23x ¡ 12; g) P(x) = x5 + 4x4 + x3 ¡ 2x2 + x + 1.
67. Dokazati da su polinom i P(x) = xn ¡ 2 ireducibilni nad Q za sve prirodne n > 1.
68. Dokazati da je polinom P(x) = 1 + x + x2 + ¢¢¢+ xp¡ 1 ireducibilan nad Q za svaki prost broj p.
69. Na²i najma©a tri prirodna broja n za koje je polinom P(x) = 1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn ¡ 1 reducibilan nad Q.
70. Dokazati da je polinom P(x) = x4 + px2 + q; p;q 2 Q reducibilan nad Q ako je is pu©en jedan od ova dva
uslova: 1o p2 ¡ 4q je kvadrat racionalnog broja, 2o q je kvadrat racionalnog broja r , 2r ¡ p je kvadrat
racionalnog broja.
71. Pokazati da su polinom i ireducibilni nad Q: a) P(x) = x4¡ 8x3+ 12x2¡ 6x+ 2; b) P(x) = x5¡ 12x3+ 36x¡ 12;
v) P(x) = x4 ¡ x3 + 2x + 1; g) P(x) = xp ¡ px + 2p ¡ 1, gde je p prost broj.
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4 Analitiqke osobine polinoma. Tejlorov polinom.

1. Dokazati da polinom P(x) = x5 + x ¡ 10 ima bar jednu iracionalnu nulu .
2. Rexiti nejednaqinu 16x ¡ 7

x 2+ x +1 < 3x.
3. Odrediti polinom P qetvrt og st epena ako je poznat o da je ©egov drugi izvod P 00(x) = 12x2 + 6x + 4 i da
P00(x)jP(x).
4. Dokazati da polinom f (x) = 1 + x

1! + x 2

2! + x 4

3! ¢¢¢+ x n

n ! nemavixestrukih nula.
5. Ako je a vixestruka nula polinoma P(x), onda je a i vixestruka nula polinoma Q(x) = P(x) + (P 0(x))2.
Dokazati.
6. Dokazati da polinom P(x) = x3 ¡ 4x2 + 7x nema nula u int ervalu (0; 2).
7. Neka je P polinom st epena n > 2. Odrediti red nule x = a polinoma Q(x) = 1

2 (x¡ a)[P 0(x)+ P 0(a)]¡ P(x)+ P(a).
8. Odrediti realan broj a t ako da x = 1 bude nula polinoma P(x) = x2n ¡ axn +1 + 2(n2 ¡ 1)xn ¡ axn ¡ 1 + 1, a
zatim odrediti red k nule x = 1.
9. Dokazati da je realan polinom P deªiv svojim izvodnim polinomom, P 0, ako i samoako je P(x) = an (x ¡ x0)n ,
gde su an ; x0 2 R.
10. Odrediti polinom sedmogst epena P koji zadovoªava uslove (x ¡ 1)4jP(x) + 1 i (x + 1)4jP(x) ¡ 1.
11. Odrediti polinom qetvrt og st epena P koji zadovoªava uslove (x ¡ 1)3jP(x) ¡ 8 i (x + 1)2jP(x) + 8.
12. Realni polinom P qetvrt og st epena ima dvostruku nulu x = 1, a polinom Q(x) = P(x) + 4 ima dvostruku
nulu x = ¡ 1. Odrediti polinom P ako je Q(0) = ¡ 2.
13. Odrediti broj realnih korena jednaqine P(x) = 3x4 ¡ 4x3 ¡ 12x2 + a u zavis nosti od realnog parametra a.
14. Neka je an

n +1 + an¡ 1

n + ¢¢¢+ a1

2 + a0 = 0. Dokazati da polinom P(x) = an xn + : : : + a1x + a0 ima bar jednu nulu
na int ervalu [0; 1].

5 Racionalne funkcije.

1. Razlo¼iti slede²e racionalne funkcije na zbir polinoma i prave racionalne funkcije:

a) R(x) =
x4

x + 4
; b) R(x) =

x3 ¡ 7x + 6
x2 + x ¡ 2

; v) R(x) =
x5 + 5x4 + 5x3 + 5x2 + 5x + 1

x2 ¡ 2x + 3
.

2. Predst aviti prave racionalne funkcije u obliku zbira parcijalnih razlomaka:

a) R(x) =
x2 + 1

(x ¡ 1)(x ¡ 2)(x ¡ 3)
; b) R(x) =

x
x2 ¡ 4x + 3

; v) R(x) =
1

x3 ¡ x2 ¡ 32x + 60
; g) R(x) =

x2 + x + 1
(x ¡ 1)3 ;

d) R(x) =
5x4 ¡ 1

x5(x + 5)
; ±) R(x) =

2x4 + 3x3 + 31x2 + 5x + 10
(x + 3)3(x ¡ 4)2 ; e) R(x) =

x2 + 1
x3 + x2 ¡ x ¡ 1

; ¼) R(x) =
x3 + x2 + 2x + 7
(x + 1)2(x2 + 4)

;

z) R(x) =
1

x3 + 1
; i) R(x) =

11x4 + 20x3 ¡ 45x2 + 22x + 158
(x ¡ 3)(x + 2)2(x2 ¡ 2x + 2)

; j) R(x) =
2x6 + 18x4 + 7x3 ¡ 27x2 + 69x ¡ 299

(x ¡ 1)3(x2 + 9)2 .

3. Racionalnu funkciju R(x) =
x3 + 1

(x2 + 4x + 5)(x2 + 1)3
predst aviti kao zbir: a) parcijalnih razlomaka;

b) razlomaka qiji su imenioci polinom i prvog st epena.
4. Dokazati da za dat e realne brojeve A; a1; a2; : : : ; an (brojevi ai su me±usobno razliqiti) post oje realni

brojevi A1; A2; : : : ; An , t akvi da va¼i jednakost:
A

(x2 + a1)(x2 + a2) : : : (x2 + an )
=

A1

x2 + a1
+

A2

x2 + a2
+ : : : +

An

x2 + an
.

5. Rast aviti na zbir parcijalnih razlomaka slede²e funkcije:

a)
3

(x2 + 4)(x2 + 1)
; b)

a2 + b2 + c2

(x2 + a2)(x2 + b2)(x2 + c2)
, gde su a;b;c 2 R i a2; b2; c2 me±usobno razliqiti brojevi.

6. Dokazati da za svaki prirodan broj n va¼i
1

(x + 1)(x + 2) : : : (x + n)
=

nX

i =1

µ
n ¡ 1
i ¡ 1

¶
(¡ 1)i ¡ 1

x + i
, gde je x 2 R n Z.
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6 Rexeǌa zadataka, uputstva i rezultati.

1.1 Svi identit eti va¼e.
1.2 Q(x) = 3x3 + 3x.
1.3 a) P + Q = 3x2 ¡ 1; P ¡ Q = 3x2 ¡ 2x + 3; P ¢Q = 3x3 ¡ 7x2 + 3x ¡ 2, 3P + 2Q = 9x2 ¡ x ¡ 1; b)
P + Q = 2x2 ¡ 2x; P ¡ Q = ¡ 4x + 2; P ¢Q = x4 ¡ 2x3 ¡ 3x2 + 4x ¡ 1, 2P ¡ 3Q = ¡ x2 ¡ 9x + 5; v) P + Q =
2x6+ 3x5¡ 3x2+ 4x¡ 3; P¡ Q = 2x6¡ 3x5¡ 3x2¡ 4x+ 3, P¢Q = 6x11¡ x7¡ 6x6¡ 12x3+ 9x2; P¡ 2Q = 2x6¡ 6x5¡ 3x2¡ 8x+ 6;
g) P + Q = x4 + 2x2 ¡ x + 1; P ¡ Q = ¡ x4 ¡ 2x3 ¡ 3x ¡ 1, P ¢Q = ¡ x7 ¡ 2x5 ¡ 2x4 ¡ 2x3 ¡ x2 ¡ 2x; ¡ 3P ¡ 2Q =
¡ 2x4 + x3 ¡ 5x2 + 4x ¡ 2.
1.4 Zbir koeficijenat a polinoma P(x) = an xn + : : : + a1x + a0 jednak je P(1) = an : : : + a1 + a0. St oga imamo: a)
11998 ¢210 = 1024; b) 21999 + (¡ 2)1999 = 0; v) (¡ 1)450 ¢(¡ 1)540 = 1; g) 1100 ¢0100 = 0.
1.5 Ako je P(x) = an xn + : : : + a1x + a0; ai 2 Z, onda je razlika P(5) ¡ P(3) deªiva sa 5 ¡ 2 = 3, jer je
P(5) ¡ P(3) = an (5n ¡ 2n ) + an ¡ 1(5n ¡ 1 ¡ 2n ¡ 1) + : : : + a1(5 ¡ 2). Kako je P(5) ¡ P(2) = 5, xt o nije deªivo sa 3, t o
dobijamo da t akav polinom ne post oji.
1.6 Na osnovu prethodnog zadatka dobijamo da ako post oji polinom sa celobroj- nim koeficijentima t ada je
P(11) ¡ P(7) uvek deªivo sa 4, pa ne mo¼ebiti prost broj.
1.7 Pokazati matematiqkom indukcijom ili uz pomo² binom nomnog obras ca da je (a+

p
b)k + (a ¡

p
b)k ceo broj

za svako prirodno k.
1.8 P(x) ¢(x) = [1 + x2 + : : : + x100 ¡ x(1 + x2 + : : : + x98)] ¢[1 + x2 + : : : + x100 + x(1 + x2 + : : : + x98)] = (1 + x2 + : : : +
x100)2 ¡ x2(1 + x2 + : : : + x98)2 i sad je oqig ledno da ima samo parne st epene.
1.9 Kako polinom P(¡ x) ima isti koeficijent kao i polinom P(x) uz x20 i Q(¡ x) kao i Q(x), problem se svodi
na posmatra©e polinoma P(¡ x) = (1+ x2 + x3)1000 i Q(¡ x) = (1 ¡ x2 ¡ x3)1000 . Svi qlanovi u P(¡ x) su pozitivni
i sabiraju se, dok su neki qlanovi u Q(¡ x) sa negativnim predznakom, t ako da ²e se neki qlanovi me±usobno
pokratiti. St oga je koeficijent uz x20 ve²i u P(¡ x) nego u Q(¡ x), tj. ve²i je u P(x) nego u Q(x).
1.10 a) Ako x2 prebacimo na drugu stranu , dobijamo polinom drug og st epena, koji je nula{polinom jer uzima
vrednost 0 za tri razliqit e vrednosti: x = a; x = b;x = c: b) Prebacimo 1 na drugu stranu i dobijamo
polinom P tre²eg st epena za koji je P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 0, t e je nula{polinom.
1.11 a) P(x) = 2x2 ¡ x + 5; b) P(x) = 2x2 ¡ x + 5; v) P(x) = 2x2 ¡ x + 5:
1.12 Ako tra¼imo koeficijent e polinoma P dobi²emo homogen sist emod n + 1 jednaqina sa n + 1 nepoznatih,
qija je det erminant a sist ema razliqit a od nule jer je t o Vandermondova det erminant a za n + 1 razliqitih
vrednosti. St oga sist em ima jedinstveno rexe©e. To je trivijalno rexe©e, pa je polinom P nula{polinom.
1.13 Pos matra se novi polinom P ¡ Q i primeni se rezu lt at prethodnog zadatka.
1.14 a) P(x) = (x ¡ 1)3 + (x ¡ 1) + 3; b) P(x) = (x ¡ 2)4 + 3(x ¡ 2)3 ¡ (x ¡ 2)2 ¡ 7(x ¡ 2); v) P(x) =
(x + 1)5 ¡ 3(x + 1)4 + 2(x + 1)3 + (x + 1)2.
1.15 a) P(x) = x2 ¡ 4x + 5; b) P(x) = 1

2 x2 ¡ 1
2 x + 3; v) P(x) = x3 ¡ x + 1;

1.16 a = 3; b = 1; P(x) = x2 + x + 1.
1.17 Neka je P(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e. Iz uslova P(1) = P(¡ 1) i P(2) = P(¡ 2) dobijamo sist em b+ d =
0; 8b+ 2d = 0, qije je rexe©e b = d = 0. Znaqi P(x) = ax4 + cx2 + e. Odat le direktno sledi P(x) = P(¡ x)(8x 2 R).
1.18 Iz P(x) = P(¡ x) nakon izjednaqava©a koeficijenat a i rexava©a homogenog sist ema, dobija se P(x) =
ax4 ¡ 2ax3 + bx2 + (a ¡ b)x + c; a;b;c 2 R; a 6= 0.
1.19 Kada bi post ojao Q(x) bi bio polinom drug og st epenaQ(x) = ax2+ bx+ c. Odredimo kompoziciju (Q±Q)(x) =
a(ax2 + bx+ c)2 + b(ax2 + bx+ c) + c = a3x4 + 2a2bx3 + (2a2c+ ab2 + ab)x2 + (2abc+ b2)x + (ac2 + bc+ c). Izjednaqava©em
koeficijenat a dobijamo a = 1; b = 1

2 ; c = 1
8 iz koeficijenat a najst arija tri qlana, ali t o se ne sla¼e sa

narednim jednaqinama 2abc+ b2 = 1; ac2 + bc+ c = 1, pa ne post oji t akav polinom Q.
1.20 Q(x) = ax + 3a ¡ 3; a 2 R.
1.21 Dobije se sist em koji nemarexe©a (kao u zadatku 1.19).
1.22 a) Ako je degP = n; degQ = m t ada mora da va¼i n + m = nm; n; m 2 N0. Trivijalno rexe©e n = m = 0
daje P = 1; Q = c;c 2 R . Imamo i netrivijalno rexe©e ove jednaqine n = m = 2. Tada su P(x) = ax2 + bx+ c i

Q(x) = dx2 + ex + f . Iz uslova P ¢Q = P ±Q, kada izjednaqimo koeficijent e, dobijamo sist em: ad2 = ad;2ade=
ae+ bd;ae2 + 2df + bd= af + be+ cd, 2aef + be= bf + ce;af 2 + bf + c = cf . ¡eg ovo rexe©e je d = 1; b = ae;f = ¡ e;c = 0,

tj. tra¼eni polinom i su P = x2 + aex;Q = x2 + ex ¡ e;a;e 2 R; a 6= 0 . Pored ovih rexe©a imamo i rexe©e

P = 0; Q je proizvoªan polinom .

b) Iz a) dobijamo da su rexe©a P = Q = x2; P = Q = 1 i P = Q = 0 .

1.23 P (1) ¡ P (¡ 1)
2 = 31999+1

2 .
1.24 Sliqno kao i u zadatku 1.5 dobijamo a ¡ b j P(a) ¡ P(b) = b¡ c j P(b) ¡ P(c) = c ¡ a j P(c) ¡ P(a) = a ¡ b.
Iz ovog niza jednakosti sledi da je a ¡ b = § (b¡ c) i a ¡ b = § (c ¡ a). Ako je a ¡ b = c ¡ b onda je a = c xt o
daje kontradikciju sa qi©enicom da su brojevi a;b;c razliqiti. Ako je a ¡ b = a ¡ c onda je b = c xt o je
opet kontradikcija. Ako je a ¡ b = b¡ c i a ¡ b = c ¡ a onda iz prve jednaqine dobijamo a ¡ c = 2(a ¡ b), a iz
drug e a ¡ c = b¡ a odakle je a ¡ b = 0, tj. a = b. Kako smo u svim sluqajevima dobili kontradikciju , polazna
pretpost avka ne mo¼eda va¼i, pa ne post oji t akav polinom.
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2.1 Koliqnik je Q(x) = x2 + 3x + 8, a ost at ak je R(x) = 19. Ovaj rezu lt at mo¼emodobiti obiqnim deªe©em
polinoma ili primenom Hornerove xeme.
2.2 Koliqnik je Q(x) = x3 + 2x2 + x + 1, a ost at ak je R(x) = x + 1.
2.3 Iz jednakosti P(x) = (x + 1)Q1(x) + 3 i P(x) = (x ¡ 2)Q2(x) ¡ 3 uvrxt a©em x = ¡ 1 tj. x = 2 dobijamo sist em
¡ 2 + a + b = 3; 4 ¡ 2a + b = ¡ 3, qija su rexe©a a = 4; b = 1.
2.4 Ost at ak je R(x) = ¡ 2x + 6.
2.5 Ost at ak je R(x) = x ¡ b

a¡ br a + x ¡ a
b¡ a r b.

2.6 Po Bezuovom st avu imamo da iz P(1) = 1n + 1n ¡ 2 = 0 sledi da x ¡ 1 deli P(x). Kako je P(0) = (¡ 1)n + 1n ¡ 2 =½
0 za n parno
¡ 2 za n neparno

t o je za n parno P(x) deªiv sa x, a za n neparno nije. St oga je i P(x) deªiv polinomom

Q(x) ako i samo ako je n paran broj.
2.7 Za svako n.
2.8 a = ¡ 1; b = 2.
2.9 Ost at ak je R(x) = ¡ 4x + 15.
2.10 Ost at ak je r = ¡ 1.
2.11 a = ¡ 6; b = 11; c = ¡ 6.
2.12 a) Na osnovu Bezuovog st ava imamo da je ost at ak jednak P(¡ 1) = 2100 ¡ 299 + : : : ¡ 2 + 1 = 2101+1

3 .
b) Ost at ak pri deªe©u polinomom Q = 2x ¡ 1 je isti kao i ost at ak pri deªe©u polinomom Q0 = x ¡ 1

2 (samo
je koliqnik u ovom sluqaju dva put a ve²i). St oga je tra¼eni ost at ak jednak P( 1

2 ) = 1 + 1 + : : : + 1 = 101. v)
Sliqno kao pod a) i b) ost aci pri deªe©u polinoma P sa x ¡ 1 i x + 1

2 jednaki su P(1) = 2100 + 299 + : : : + 2+ 1 =
2101 ¡ 1 i P(¡ 1

2 ) = 1 ¡ 1 + ¢¢¢¡ 1 + 1 = 1, res pektivno. Sada is koristimo rezu lt at zadatka 2.5 i ost at ak je

R(x) = 2102¡ 4
3 x + 2101+1

3 .
2.13 P(x) = (x + 1)(x2 + 1)Q(x) + ax2 + bx + c. Odmah imamo da je ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) sa x + 1
jednak P(¡ 1) = 4 = a¡ b+ c. Grupisa©em dobijamo P(x) = (x2 + 1)[(x + 1)Q(x) + a]+ bx+ c¡ a, pa je 2x + 3 = bx+ c¡ a
ost at ak pri deªe©u polinoma P(x) sa x2 + 1. Iz ove dve jednaqine se dobija rexe©e a = 3

2 ; b = 2; c = 9
2 , tj.

tra¼eni ost at ak je R(x) = 3
2 x2 + 2x + 9

2 .
2.14 R(x) = ¡ 2x3 + 2x2 + x + 5.
2.15 St avimo smenu x2 = y. Imamo da je P 0(x) = y2n ¡ 1 ¡ y2n ¡ 2 + : : : + y ¡ 1 i Q0(y) = y2 ¡ 1 = (y ¡ 1)(y + 1). Iz
P0(¡ 1) = ¡ 2n 6= 0 sledi da Q0(y) ne deli P 0(y), tj. P(y) nije deªiv sa Q(y).
2.16 Iz deªivosti polinoma P(x) sa x ¡ 1 dobijamo da je P(1) = 0. Kako je P(¡ x) = P(x) dobijamo P(¡ 1) = 0,
pa je P(x) deªiv i sa x + 1, tj. deªiv je sa (x ¡ 1)(x + 1) = x2 ¡ 1.
2.17 Iz post avke zadatka imamo da je zbir koeficijenat a na parnim mestima jednak zbiru koeficijenat a na
neparnim mestima, a odat le se dobija P(¡ 1) = 0 i P(1) = 2. Sada se iz izraza P(x) = (x2 ¡ 1)Q(x) + R(x), gde
je R(x) = ax + b ili direktnom primenom rezu lt at a zadatka 2.5 dobija R(x) = x + 1.
2.18 Mogu²e je u sva tri sluqaja:
P1(x) = x + 5; P2(x) = x ¡ 3; Q(x) = x + 1 t ada QjP1 + P2.
P1(x) = x ¡ 1; P2(x) = x + 2; Q(x) = x2 + x ¡ 2 t ada QjP¢ + P2.
P1(x) = x + 1; P2(x) = x ¡ 2; Q(x) = x ¡ 1 t ada QjP1(P2).
2.19 Uvedimo pomo²ni polinom Q(x) = P(x) ¡ p. Kako je Q(1) = Q(2) = Q(3) = Q(4) = 0, t o je mogu²e Q
predst aviti u obliku Q(x) = (x ¡ 1)(x ¡ 2)(x ¡ 3)(x ¡ 4)T(x). Ako bi bilo P(a) = 2p ) Q(a) = p, tj. imali bis mo
da broj p dele sva qetiri broja a ¡ 1; a ¡ 2; a ¡ 3 i a ¡ 4 xt o je nemogu²e jer su f¡ p; ¡ 1; 1; pg jedini delioci
prost og broja p.
2.20 Zadat ak ima dva rexe©a: a = ¡ 7; b = ¡ 1 i a = ¡ 12; b = ¡ 2.
2.21 St avivxi (x3 + x + a)(x3 + kx2 + lx + m) = x6 + x3 + a, dobijamo kontradikt oran sist em jednaqina.
2.22 a) 209; b) 200; v) 2166:
2.23 a) P(x) = (x ¡ 1)3 + (x ¡ 1) + 3; b) P(x) = (x + 2)4 ¡ 5(x + 2)3 + 2(x + 2)2 + 26(x + 2) ¡ 41; v) P(x) =
2(x ¡ 3)5 + 30(x ¡ 3)4 + 177(x ¡ 3)3 + 519(x ¡ 3)2 + 757(x ¡ 3) + 431.
2.25 a) NZD(P; Q) = 1; S(x) = x; T(x) = ¡ 3x2 ¡ x + 1;
b) NZD(P; Q) = x + 2; S(x) = 1

8 (x ¡ 3); T(x) = 1
8 (¡ x2 + 3x + 1);

v) NZD(P; Q) = x2 ¡ x + 2; S(x) = ¡ 1
2 x; T(x) = ¡ 1

2 (x2 ¡ 2x + 1).
2.26 x2 ¡ 2x + 1.
2.28 Jest e za svako p.
2.29 Ako je a = ¡ b, onda je P2n +1 = 0. Neka je zat o a + b 6= 0.
Za n = 1 dobija se da je P3(x) = [x2+ (a+ b)x+ ab]¢3(a+ b) = 3(a+ b)(x+ a)(x+ b). Dakle nule polinoma P3 su x1 = ¡ a
i x2 = ¡ b. Kako je P2n +1 (¡ a) = b2n +1 + a2n +1 ¡ a2n +1 ¡ b2n +1 = 0 i P2n +1 (¡ b) = a2n +1 + b2n +1 ¡ a2n +1 ¡ b2n +1 = 0,
vidimo da su x1 = ¡ a i x2 = ¡ b nule i polinoma P2n +1 , pa P3(x)jP2n +1 = 0, xt o je i trebalo dokazati.
Za n = 2 dobija se polinom P5(x) = 5(a + b)[x4 + 2(a + b)x3 + 2(a + b)2x2 + (a + b)3x + ab(a2 + ab+ b2)]. P5 : P3 =
5
3 [(x2 + (a + b)x + (a2 + ab+ b2)]. Nule ovog koliqnika su x3 i x4 xt o sa prethodno na±enim nulama daje skup
rexe©a jednaqine P5 = 0:

x1 = ¡ a; x2 = ¡ b;x3;4 = ¡
a + b

2
§ i ¢

r
3
4

(a2 + b2) +
ab
2

:
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3.1 a) k = 2; b) k = 3; v) k = 2;
3.2 P(x) = a(x + 1)(x ¡ 2)(x + 2)2 = ax4 + 3ax3 ¡ 2ax2 ¡ 12ax ¡ 8a; a 2 R; a 6= 0.
3.3 P(x) = x4 + 10x3 + 36x2 + 56x + 32.
3.4 Zajedniqke nule polinoma P i Q su rexe©a jednaqine NZD (P; Q) = 0.
a) x1;2 = § i ; b) x1 = ¡ 1; x2 = ¡ 2.
3.5 Broj x = a je nula reda kl polinoma P ¢Q i nula reda k polinoma P + Q.
3.6 P(x) = x2(x2 ¡ x) ¡ x(x2 ¡ x) + 2(x2 ¡ x) + 2. Kako je ®2 ¡ ® = 3, imamo P(®) = ®2 ¢3¡ ®¢3+ 2¢3+ 2 = 3(®2 ¡ ®) + 8 =
3 ¢3 + 8 = 17.
3.7 R(x) = 2x2 ¡ 6x + 4.
3.8 Napiximo polinom P u obliku P(x) = xn ¡ 1¡ ax(xn ¡ 2 ¡ 1) = (x ¡ 1)[xn ¡ 1 + : : : + x + 1¡ ax(xn ¡ 3 + : : : + x + 1)].
Da bi polinom u uglast oj zagradi bio deªiv sa x ¡ 1, potrebno je i dovoªno (po Bezuovom st avu) da bude
n ¡ a(n ¡ 2) = 0. Dakle P(x) je deªiv sa (x ¡ 1)2 za proizvoªno n > 2 i a = n ¡ 2

n .
3.9 a = ¡ 7; b = ¡ 60. Koreni polinoma P su x1 = 3; x2 = ¡ 4; x3 = ¡ 5.
3.10 Iz jednakosti (x ¡ 2)(x ¡ ®)(x ¡ ®+ 2) = x3 + ax2 + 4x + b se dobija sist ema = ¡ 2®; 4 = ®2 + 2®¡ 4; b = ¡ 2®2 + 4®.
Ovaj sist emima dva rexe©a u skupu Z: ®1 = 2; a1 = ¡ 4; b1 = 0 i ®2 = ¡ 4; a2 = 8; b2 = ¡ 48, a odgovaraju²i koreni
jednaqine su x1 = 0; x2 = 2; x3 = 2 i x1 = ¡ 6; x2 = ¡ 4; x3 = 2.
3.11 Ima dva rexe©a: a1 = ¡ 9; b1 = ¡ 24 i a2 = 9; b2 = 24, a odgovaraju²e nule polinoma su x1 = 2; x2 = 3; x3 = 4
i x1 = ¡ 4; x2 = ¡ 3; x3 = ¡ 2.
3.12 Ako je q neparan, neparni su mu i svi delioci, pa bi i rexe©e, oznaqimo ga sa x0 moralo biti neparno.
A kako je t o koren jednaqine moralo bi da va¼i x0

3 + 3x0 + q = 0, xt o je nemogu²e jer suma tri neparna broja
ne mo¼ebiti jednaka nuli.
3.13 Ako me±u korenima polinoma P imamo dva suprotna broja ¸ i ¡ ¸ i preost ali koren nek je ¹ , t ada se p
mo¼epredst aviti u obliku P(x) = (x ¡ ¸ )(x + ¸ )(x ¡ ¹ ). Kad izjednaqimo koeficijent e dobija se a = ¡ ¹; b =
¡ ¸ 2; c = ¸ 2¹ , a odat le se direktno dobija da je ab= c.
Ako je ab= c, t ada imamo da je P(x) = (x2 + b)(x + a), a kako su rrexe©a jednaqine x2 + b = 0 suprotni brojevi,
t o dobiajmo da me±u korenima P post oje dva suprotna broja.
3.14 Neka je x1 2 Z rexe©e. Iz Bezuovog st ava imamo f (x) = (x ¡ x1)q(x). Tada iz uslova da je f (0) = ¡ x1q(0)
neparan dobijamo da je x1 neparan. Iz uslova da je f (1) = (1 ¡ x1)q(1) neparan dobijamo da je 1 ¡ x1 neparan,
xt o je nemogu²e, pa f nemacelobrojnih korena.
3.15 Sliqno kao prethodni primer. Neka je x1 2 Z rexe©e. Tada je f (x) = (x ¡ x1)q(x). Kad tu zamenimo redom
x = 1; 2; 3 i izm no¼imo t e jednakosti dobija se f (1) ¢f (2) ¢f (3) = (1 ¡ x1)(2 ¡ x1)(3 ¡ x1)q(1)q(2)q(3), a t a jednakost
nije mogu²a jer je t aqno jedan od brojeva 1¡ x1; 2 ¡ x1; 3 ¡ x1 koji javªaju na levoj strani jednakosti deªiv sa
3, proizvod f (1) ¢f (2) ¢f (3) sa desne strane nije deªiv sa 3 iz uslova zadatka. Kontradikcija.
3.16 Neka je x1 2 Z nula polinoma P(x) = an xn + : : : + a1x + a0. Prika¼imo je u obliku x1 = nk + r; k 2 Z; 0 6
r 6 n ¡ 1. Tada je P(r ) = P(r ) ¡ 0 = P(r ) ¡ P(x1) = (an r n + : : : + a1r + a0) ¡ [an (nk + r n + : : : + a1(nk + r ) + a0].
Oduzima©em a0 se ukida, ponixt avaju se qlanovi oblika ai r i , a od preost alih svaki sadr¼i n kao fakt or,
pa mo¼emopisati P(r ) = nc, gde je c neki ceo broj razliqit od nule (jer je iz post avke zadatka P(x) 6= 0,
za x = 0; 1; : : : ; n ¡ 1). Ali t ada odbijamo kontradikciju sa drug om polaznom predpost avkom: jP(x)j < n, za
x = 0; 1; : : : ; n ¡ 1.
3.17 Koristiti binom ni obrazac i uslove zadatka.
3.18 Neka je ® nula polinoma P(x) = an xn + an ¡ 1xn ¡ 1 + : : : + a1x + a0 sa celobrojnim koeficijentima. Tada je
m

p
® nula polinoma Q(x) = an xmn + an ¡ 1xm (n ¡ 1) + : : : + a1xm + a0.

3.19 Iz P(x1) = x4 ¢P( 1
x 1

) direktno sledi da je x1 6= 0 koren jednaqine da je t ada i 1
x 1

koren t e jednaqine.
3.20 a = ¡ 2; b = ¡ 24.
3.21 Treba proveriti jesu li x = § 1 ili x = § 1

p koreni polinoma P. Za x = 1 imamo P(1) = 2 6= 0. Za

x = ¡ 1 imamo P(¡ 1) = ¡ 2p + 2 < 0. Da bi x = 1
p bio koren treba P( 1

p ) = 0, tj. 1
p4 ¡ p¡ 1

p2 + 1 = 0, odnosno,
p4 ¡ p3 + p2 + 1 = 0, a ova jednaqina nemacelobrojnih korena (jedini kandidati § 1 se lako odbace). Analogno
se pokazuje i da x = ¡ 1

p nije koren.
3.22 Od kandidat a za koren odmah ²emo odbaciti pola: x = 1; 2; 1

p ; 2
p jer je za ©ih f (x) = px3 + x + 2 > 0. Daªi

postupak je potpuno isti kao u prethodnom zadatku i na kraju se dobije da ni za jedan prost brost broj p
dat a jednaqina nemaracionalni koren (1 nije prost broj!).
3.23 x1 = 1

2 ; x2 = 2
3 ; x3 = 1.

3.24 P(x) = (x ¡ 1)(x ¡ 2)(x ¡ 4).
3.25 Kako je polinom moniqan, t o je ©egov najst ariji koeficijent an = 1. St oga ako bi imao racionalnih
nula one bi bile celobrojne, a kako je u post avci dat o da P nema celobrojnih nula, t o dobijamo da su sve
realne nule t og polinoma iracionalni brojevi.
3.26 Neka je x1 = n

p
p. To je rexe©e jednaqine xn ¡ p = 0. Racionalni kandidati za koren ove jednaqine

su: § 1 i § p. Ali kako je P(1) = 1 ¡ p < 0; P(¡ 1) = § 1 ¡ p < 0; P(p) = pn ¡ p > 0 i P(¡ p) = (¡ p)n ¡ p =½
pn ¡ p > 0 za n parno
¡ pn ¡ p < 0 za n neparno

t o dobijamo da je x1 = n

p
p iracionalan broj.

3.27 Isti dokaz kao u prethodnim zadacima.
3.28 Uvedimo pomo²ni polinom Q(x) = P(x) ¡ 1. Kako su mu nule x = a; x = b i x = c on se mo¼epredst aviti u
obliku Q(x) = (x ¡ a)(x ¡ b)(x ¡ c)R(x). Tada je P(x) = (x ¡ a)(x ¡ b)(x ¡ c)R(x) + 1. Ako bi P imao celobrojnu
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nulu x = d t ada bi va¼ilo 0 = P(d) = (d ¡ a)(d ¡ b)(d ¡ c)R(d) + 1. Ali u t om sluqaju dobijamo da post oje 3
razliqit a broja d ¡ a;d ¡ b i d ¡ c koji dele ¡ 1 xt o je kontradikcija.
3.29 a) Nule polinoma Q1(x) su x1 ¡ a; x2 ¡ a; : : : ; xn ¡ a. b) Nule polinoma Q2(x) su x1; x2; : : : ; xn .
v) Nule polinoma Q3(x) su 1

x 1

; 1
x 2

; : : : ; 1
x n

. g) Nule polinoma Q4(x) su bx1; bx2; : : : ; bxn .
3.30 Neka je P(a) = P(b) = P(c) = 2 za razliqit e brojeve a;b;c. Pretpost avimo da je P(d) = 3, t ada je
¡ 1 = P(a) ¡ P(d) = (a ¡ d) ¢m; m 2 Z (vidi zadat ak 1.5). Odat le sledi da je a ¡ d = § 1. Analogno se dobijaju
b¡ d = § 1 i c ¡ d = § 1. Odat le se dobija da su bar dva od brojeva a;b;c jednaka xt o je u kontradikciji sa
pretpost avkom zadatka.
3.31 Pretpost avimo da post oje R; S t akvi da je P(x) = R(x) ¢S(x). Iz P(ai ) = ¡ 1 = R(ai ) ¢S(ai ) dobijamo
R(ai ) = ¡ S(ai ), tj. R(ai ) + S(ai ) = 0, pa polinom R(x) + S(x) ima n nula (ai ), a st epen mu je ma©i od n pa po
zadatku 1.12 dobijamo da je R(x) + S(x) = 0. Tj. dobili smo da je P(x) = ¡ R(x)2, ali t o je nemogu²e jer smo
dobili da je P(x) 6 0 8x, a treba P(x) ! 1 kad x ! 1 .
3.34 Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 0 dobijamo P(0) = 0. Ako uvrstimo x = 3 dobijamo P(2) = 0. Ako
uvrstimo x = 1 dobijamo P(1) = ¡ 1

2 P(0) = 0. P(3) nije jednoznaqno odre±en, a od ©egovog izbora zavise
P(4); P(5); : : : Na osnovu Bezuovog st ava imamo da je P(x) = x(x ¡ 1)(x ¡ 2)Q(x). Kada ovo uvrstimo u uslov
zadatka dobijamo x(x ¡ 1)(x ¡ 2)(x ¡ 3)Q(x ¡ 1) = (x ¡ 3)x(x ¡ 1)(x ¡ 2)Q(x), tj. Q(x ¡ 1) = Q(x). Na osnovu zadatka
1.13 dobijamo da je Q(x) = c. St oga su sva rexe©a polazne jednaqine polinom i P(x) = cx(x ¡ 1)(x ¡ 2); c 2 R.
3.35 Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 1 dobijamo P(0) = 0. Ako uvrstimo x = 2 dobijamo P(1) = ¡ 1

2 P(1) = 0.
Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 3 dobijamo P(3) = 0. Ako uvrstimo x = 4 dobijamo P(4) = 1

3 P(3) = 0: : :
Kako je P(n) = n ¡ 3

n ¡ 1 P(n ¡ 1) za n > 4 t o nam P(3) = 0 ) P(4) = 0 ) P(5) = 0 ) : : : Mat ematiqkom indukcijom
mo¼emopokazati da je P(n) = 0; n 2 N. Na osnovu zadatka 1.13 dobijamo da je P(x) = 0 i t o je jedino rexe©e.
3.36 Polinom nema realnih nula (ako bi imao imao bi beskonaqno mnogo realnih nula jer P(x) = 0 povlaqi
P(x2 + x + 1) = 0). Ovaj polinom je ili konst ant a ili ima kompleks nih nula. Ako je konst ant a P(x) = c, onda
je c2 = c, tj. imamo rexe©a P(x) = 0; P(x) = 1 . Ako ima kompleksan koren a + bi onda su mu koreni i a ¡ bi
(zbog osobina kompleks nih korena) i ¡ a ¡ bi i ¡ a + bi (ove dva zbog parnosti funkcije: funkcija je parna jer
je P(x) ¢P(x + 1) = P(x2 + x + 1) = P(¡ x) ¢P(¡ x ¡ 1) za beskonaqno mnogo vrednosti). Neka je a > 0; b > 0 (ako nije
zamenimo koren sa nekim od preost ala tri korena). Kad zamenimo koren a+ bi u x2 + x + 1 i izraqunamo kvadrat
modula t og kompleks nog broja on je jednak (b4 ¡ 2b2 + 1) + (a2 + b2) + (a4 + 2a3 + 2a2 + 2a + 2a2b2 + 2ab2) > (a2 + b2).
Kako u gor©oj nejednakosti treba da va¼i jednakost (da ne bis mo imali beskonaqno kompleks nih korena)
t o mora da bude is pu©eno b2 = 1 a = 0. Dobili smo da su jedine nule § i pa je u ovom sluqaju rexe©e

P(x) = (x2 + 1)n .
3.37 Svi koreni su negativni jer x > 0 ) P(x) > 0. Oznaqimo t e korene sa x1; x2 : : : ; xn . Neka je yk =
¡ xk > 0; k = 1; : : : ; n. Tada je P(x) = (x + y1)(x + y2) : : : (x + yn ). Ako primenimo nejednakost aritmetiqke i
geometrijs ke sredine dobijamo 2 + yk = 1 + 1 + yk > 3 3

p
yk , pa je P(2) > 3n 3

p
y1y2 : : : yn . Iz Viet ovih formu la

imamo da je
Q

x i = (¡ 1)n )
Q

yi = 1, jer su yk > 0. Kad t o uvrstimo u prethodnu nejednakost dobijamo
P(2) > 3n .
3.38 Fiks iramo x = a. Tada rexavamo diferencnu jednaqinu Pk+2 (a) = 2a ¢Pk+1 (a) ¡ Pk (a); P0(a) = 1; P1(a) = a.
¡eno rexe©e je Pk (a) = 1

2 (a+
p

a2 ¡ 1)k + 1
2 (a¡

p
a2 ¡ 1)k . Za a > 1 Pk (a) > 0. Za a 6 ¡ 1 i k parno Pk (a) > 0.

Za a 6 ¡ 1 Pk (a) < 0. St oga dobijamo da su sve realne nule jaj < 1.
3.39 Pos matrati pomo²ni polinom Q(x) = P(x) ¡ n. Nule su mu razliqiti brojevi x1; x2 : : : ; xn 2 Z. Tada je
Q(x) = A(x ¡ x1)(x ¡ x2) : : : (x ¡ xn ). Slobodan qlan polinoma Q je Q(0) = ¡ n, pa iz Viet ovih formu la dobijamo
x1x2 : : : xn = (¡ 1)n (¡ n )

A , tj. n = (¡ 1)n +1 x1x2 : : : xn = j(¡ 1)n +1 x1x2 : : : xn j > 2n ¡ 2 (jer su najvixe dva korena xk

ma©a od 2 po apsolutnoj vrednosti). n > 2n ¡ 2 ) n 6 4. Za n = 1 imamo da je Q(x) = x ¡ 1 ili Q(x) = ¡ x + 1,
tj. rexe©a koja odgovaraju su x1 = 1 i A = 1, odnosno x1 = ¡ 1 i A = ¡ 1. Za n = 2 imamo da je Q(x) = x2 + x ¡ 2
ili Q(x) = x2 ¡ x ¡ 2 ili Q(x) = ¡ x2 + 3x ¡ 2 ili Q(x) = ¡ x2 ¡ 3x ¡ 2 | rexe©a koja odgovaraju x1 = 1; x2 = ¡ 2
i A = 1, tj. x1 = ¡ 1; x2 = 2 i A = 1,tj. x1 = 1; x2 = 2 i A = ¡ 1, tj. x1 = ¡ 1; x2 = ¡ 2 i A = ¡ 1. Za n = 3 imamo
da je Q(x) = x3 + 3x2 ¡ x ¡ 3 ili Q(x) = ¡ x3 + 3x2 + x ¡ 3 | rexe©a koja odgovaraju x1 = 1; x2 = ¡ 1; x3 = ¡ 3 i
A = 1, tj. x1 = 1; x2 = ¡ 1; x3 = 3 i A = ¡ 1. Za n = 4 imamo da je Q(x) = ¡ x4 + 5x ¡ 4 | rexe©e koje odgovara
x1 = 1; x2 = ¡ 1; x3 = 2; x4 = ¡ 2 i A = 1.

Rexe©a su: P(x) 2 f§ x; x2 § x; ¡ x2 § 3x; § x3 + 3x2 ¨ x; ¡ x4 + 5x2g .
3.40 P7(x) = Q(x) ¢R(x) i neka je 1 < degR < 4 6 degQ. R(x i ) = § 1 pa R ima bar u qetiri t aqke vrednost 1
(ili ¡ 1 i t ad razmatra©e ide potpuno analogno) pa po zadatku 1.13 dobijamo da je R = 1. Tad je 1 = degR,
pa smo dobili da je polinom P nemogu²e rast aviti na proizvod dva polinoma st epena > 1 sa celobrojnim
koeficijentima.
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