ITIOJIMHOMM 1 PAIIMOHAJIHE ®YHKIINJE

Nast ava u Mat ematigkoj gimnaziji, 2004.
Vladim ir Balti?

1 Ilojam mosmuOMa. IIpcreH mosmHOMA.

1. Dati su polinom i P(x)=x3+ x+ L,Q(x) = x*i 2x2+ 1;R(x) = x3j 3x®+ 1. Proveriti dali zasvako a2R
vavai:

a) P@+P(ja=2 b) P@+a)+P(lj a)=6+6a% v) Q@i Qi a=0;

g Q@+a)i QUi a)= 8’ d) R(a)i R(j a) = 2a% t) R@l+a+R(1ja=;j2

2. Za polinom P(x) = x3i x odrediti  polinom Q(x) = P(xj 1)+ P(x)+ P(x + 1).

3. Odrediti  zbir P(x)+ Q(x), razliku P(x)i Q(x), proizvod P(x)¢Q(x) i linearnu kombinaciju aP(x)+ bQ(x)
polinoma P(x) i Q(x) ako je dato:

a) P(x)=3x?; x+ 1; Q(xX)=xi 2 a=3; b= 2

b) P(x)=x%j 3+ 1 Q(x) = x2+ xj L a= 2 b=;3
v) P(x)=2x%; 3x? Q(x) = 3x>+ 4x i 3; a=1 b=j2
g) P(X)=ix3+x%j 2 QX)) = x*+ x3+ x%2+ x+ 1, a=i3 b= 2

4. Odrediti  zbir koeficijenat a polinoma P(x): a) P(x) = (X% x+ 1)19%8 ¢(x? | x + 2)10;

b) P(X) = (x2i 2x+ 3)199 + (x2j 6x+ 3)1999; v) P(x) = (2x?| 5x + 2)*0 ¢(2x?j 5x + 4)°40;

g) P(x) = (x2+ 3x + 2)190 ¢(x?j 3x + 2)100:

5. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim  koeficijentima za koji je is pu©eno P(2)=1i P(5) = 6.
6. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim  koeficijentima takav da je P(11)j P(7) prost broj.

7. Nebqje P polirboim sa celobrojnim  koeficijentima. Dokazati da je za svako a2 Z i svako b2 N izraz
P(a+ b+ P(aj b ceo broj.

8. Neka su dati polinom i P(x) = 1j x+ x2j x3+ ¢¢¢; x°+ x190 | Q(x) = 1+ x+ x%+ x3+ ¢¢¢+ x° + x1% | neka
je P(x) ¢Q(x) = (co;C1;:::;C00). Dokazati da u prizvodu P(x) ¢Q(x) nemaglanova sa neparnim eksponentom, tj.
da su svi cx; 1= 0;(k= 1;2;:::;100).

9Y. U kojem od polinoma P(x) = (1+ x?j x3)1090 i Q(x) = (1 x?+ x3)19% je koeficijlent  uz x?° vezi?
2(xi B(Xi v) (i O(xi @) o(Xi &(xib_

(ai b(ai v) (bi o)(bi a) (ci a)ci b ’
py X AKX BXi v) (i Bxi 9(xi g i a)xi xi g (XiaxiDbxig)_
(di a)(di b(di v) (aj b(ai o)(ai g9) (bi a)bi o)(bi g  (ci a)(ci b(ci g)

11. Odrediti  polinom drug og stepena P (x) = axx? + a;x + ap takav da je: a) P(1) = 6;P(2) = 11,
Pi1)=8 b)PQ)=4P0O)=3P2)=9 Vv)PQ)=2P(2)=8P0O)=i2

10. Dokazati identit ete: a) a

12. Dokazati: ako polinom P, n{t og stepenauzima vrednost nula za n+ 1 razligitih vrednosti x 2 C, tada
je P nula{polinom.
13. Dokazati: ako su P i Q polinom i n{t og stepena i postoje kompleks ni, mezxusobno razligiti brojevi

14. a) Polinom P(x) = x3j 3x2+ 4x + 1razvit e po potencijama od x 1.

b) Polinom P(x) = x*j 5x3%+ 5x?+ x + 2 razvijt e po potencijama od x| 2.

v) Polinom P(x)= x>+ 2x*j x2+ x+ 1razviit e po potencijama od x + 1.

15. Odrediti  polinom P(x) ako je a) P(x + 3) = x2+ 2x + 2 b) P(j 2x+ 1) = 2x?j x+ 3; V) P(xj 2) =
x3i 6x2+ 11x i 5.

16. Polinom P(x) = x*+ 2x3+ ax?+ 2x + bje kvarat nekog polinoma Q(x), tji. va¥i P(x) = Q(x)?. Odrediti a;b
i polinom Q(x).

17. P je polinom getvrt og stepenatakav da je P(1) = P(j 1) i P(2) = P(j 2). Dokazati da je tada P :R! R
parna funkcija, tj da va¥%i P(x) = P(j x)(8x 2 R).

18. Odrediti  polinom P getvrt og stepenaza koji je P(x) = P(j x).

19. Dat je polinom P(x) = x*+ x3+ x?+ x+ 1. Dokazati da ne postoji polinom Q takav da va¥i P(x) = (Q+Q)(x),
gde je sa * oznagena konpozicija funkcija.

20. Za linearni  polinom (t. polinom oblika P(x) = ax+ b;a;b2 K) P(x) = 2x + 3 odrediti  sve linearne
polinome Q za koje va¥asi = (P £Q)(x) = (QxP)(x). Za takve polinome kaYsemoda komutiraju

21. Dokazati da ne postoji polinom P prvog stepenakoji komutira sa polinomom Q(x) = x2j 2.

22Y. a) Odrediti  polinome P i Q za koje va¥i: P(x) ¢Q(x) = (P £Q)(x)(8x);

b) Odrediti  polinom P za koji va%i: P(x) ¢P(x) = (P £P)(x)(8x).

23. Odrediti  zbir koeficijienat a polinoma P(x) = (x°+ x i 1)'%° uz glanove sa neparnim izloYiocima
(st epenima).

24. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim  koeficijentima takav da je P(a) = b;P(b) = ¢;P(c) = a,
gde su a;b;ctri  razligit a cela broja.



2 IlessmBOCT mOJIMHOMA.
XopuepoBa meMa. Eykmunos asmropurtam. be3yoB cras.

1. Odrediti  kolignik i ostatak pri de®©u polinoma P(x)= x3+ x?+ 2x + 3 polinomom x 2.

2. Odrediti  kolignik i ostatak pri de2e©u polinoma P(x) = 2x5+ x*+ x3+ 2x + 2 polinomom T(x) = 2x2+ 1,
ako su to polinom i nad po?em GF (3).

3. Odrediti a;b2 R tako da je ostatak pri de2e©u polinoma P(x) = x*j 3x?; ax+ b polinomom x + 1 jednak
3, a polinomom x i 2jednak j 3.

4. Ostatak pri de?e©u polinoma P(x) polinomom x 2 je 2, a polinomom xj 3je P(x) de?v. Kolki je
ostatak pri de?©u P(x) sa T(x) = x?j 5x+ 6?

5. Ako polinom pri de?e©u polinomom x| a daje ostatak r,, a pri de?e©u polinomom x i bdaje ostatak ry,
koliki  je ostatak pri de®e©u polinoma P(x) polinomom T(x)= (xj a)(xj b)?

6. Da li je polinom P(x)= (x?+ xj D"+ (x?j x+ 1)"j 2dedqv polinomom Q(x)= x?j x?

7. Za koje n je polinom P(x)= (xj 2"+ (xj 1)"j 1dedv polinomom Q(x)= x?j 3x+ 2?

8. Odrediti a;b2 R tako da polinom P(x) = 2x3+ ax?j 5x + bbude de?iv polinomom Q(x)= x?j xj 2

9. Na2 ostatak pri de2e©u polinoma P(x) = x + 3x% + x2; 3x + 9 polinomom Q(x) = x?+ 2xi 3.

10. Ostatak pri de2e©u polinoma P(x) polinomom Q(x) = x?+ xi 2je R(x) = x+ 1. Odrediti  ostatak pri
de?e©u P(x) sa x + 2.

11. Polinom P(x) = x3+ ax?+ bx+ cdedv je sa Q(x) = x2j 3x+ 2, a pri de?e©u sa T(x) daje ostatak j 24.
Odrediti  koeficijent e a;bi c.

12. Koliki je ostatak pri de2e©u polinoma P (x) = 2190x100 4+ 29x99 4 -+ 2x + 1 polinomom a) Q(x) = x + 1;
b) Q(x) = 2xi 1; V) Q(x)=x?j 3xj 3?

13. Polinom P(x) pri de®©u polinomom x + 1 daje ostatak 4, a pri de?e©u polinomom x? + 1 ostatak
R(x) = 2x + 3. Koliki je ostatak pri de2e©u P(x) polinomom Q(x) = x3+ x?+ x+ 1?

14. Odrediti  ostatak pri de?e©u polinoma P (x) polinomom Q(x) = x*+ x?+ 1 ako P(x) pri de2e©u polinomom
T1(X) = x?+ x+ 1daje ostatak Ry(x) = j x+1, apri de?e©u polinomom T,(x) = x?j x+ 1 daje ostatak Ry(x) = 3x+5.
15. Da li je polinom P(x) = x*i 2 xi44 x4i6; -4 x2; 1dediv polinom Q(x)= x*j 1?

16. Ako je polinom P(x) = x2"+ a;x®"i 2+ :::a,, 1x?+ a, de?iv sax 1, ondaje dedv i sax?j 1. Dokazati.
17. Zbir svih koeficijenat a polinoma P(x) jednak je 2, a zbir koeficijenat a na parnim mestima jednak je 1.
Odrediti  ostatak pri de?e©u polinoma P (x) polinomom Q(x) = x?j 1.

18. Ako polinom i P3i Py nisu de?ivi polinomom Q, moguli ©ihov zbir P;+ P,, proizvod P3P, i kompozicija
P, P, biti  de®vi sa Q? Ako je mogu?e dati i primer, a ako nije dokazati da ne moYe.

19. Dokazati: ako polinom P(x) sa celobrojnim  koeficijentima zax = 1;2;3;4 uzima istu vrednost p, gde je
p prost broj, onda ni za koji ceo broj a ne mo¥%ebiti P (a) = 2p.

20. Odrediti a;b2 R tako da polinom P(x) = 6x*; 7x3+ ax?+ 3x + 2 bude de?v polinomom Q(x) = x?| x+ h.
21. Dokazati da polinom P(x) = x®+ x3+ anije de?dv Q(x)=x®+ x+ ani zajedno a2 R.

22. Korix2e©em Hornerove xeme prevesti u dekadni sist emslede?e brojeve:

a) (11010001); b) (21102)%; v) (32131).

23. Primenom Hornerove xeme razviti  polinom P(x) po potencijama (st epenima) od x i a ako je dato: a)
P(x)=x3j 3x?+4x+ L,a=1, b) P(x)=x*+ 33| 4x?+6xj 5a=i2;

v) P(x)=2x5j 3x3+ 6x?; 8| 4a= 3.

24. Ako su polinom i P(x) i Q(x) takvi da je degP = n> 1;degQ = m > 1, onda post oje polinom i S(x) (st epena
najvixe nij 1) i T(x) (st epenanajvixe m;j 1), takvi da va¥%i: P(x)S(x)+ Q(X)T(x) = O akoi samoako P i Q
nisu uzajamno prosti (ti. NZD (P;Q) 6 1).

25. Odrediti  polinome Si T, tako dava¥%i PS+ QT = NZD(P;Q): a) P(x) = 3x3j 2x2+ x+ 2,Q(x) = x?j x+ 1;
b) P(x) = x*+x3j 3x?j 6xj 3;Q(x) = x3j 2%+ X + 2;

V) P(x) = x5 x*+ x3j x%i 40(x)=x*+x3+ 2%+ 4.

26. Za P(x) = nx""1 j (n+ 1x"+ 1,Q(x) = x"j nx+nj 1, n2Nodrediti NzZD (P;Q).

27. Dokazati da su polinom i P(x) = nx"i 1+ (nj 1)x" 2+ 4+ 2x+ 10 Q(X) = x" 2+ 2x"i 3+ :::4 (nj 2)x+ (nj 1)
uzajamno prosti  za svako n 2 N;n > 2,

28. Da li je polinom P(x) = nx"** ; (1+ np)x" + (pi (X" *+ x"1 2+ :::4+ x) = p dediv polinomom Q(x) =
x?i (p+ L)x + p, gde je n prirodan, a p realan broj? Posebno is pit ati slugaj kada je p= 1.

29. Dokazati da je polinom Pyniq(X) = (X + a+ b2+t x20+1 4 @2l "+l dediy  polinomom P3(x). Zatim
rexiti jednaginu Ps(x) = 0.



3 Hyane mosmuHOMA.
IHesnobOpojue, panmuoHaJ/IHEe 1 KOMIJIEKCHE HYJIE.
BueroBa npaBusa. VlpenynmuOniiHu MOJIMHOMU.

1. Odrediti  vixestrukost nule x polinoma P(x): a) x=3 P(x)=3x%j 93 x?+ 4x 3;

by x=72 P(x)=x%+5x*+6x3j 4x?j 8x; V) x=j 3 P(x)=4x3+ 8>+ 5x+ L.

2. Odrediti  polinom qetvrt og stepenakomesu koreni j 1i 2, aj 2je dvostruki koren.

3. Odrediti  monigan polinom qetvrt og stepena P(x) ako je poznato da je x = j 2 trostruka  nula polinoma
P(x), a pri de?e©u polinoma P(x) polinomom Q(x)= x+ 3 dobija se ostatak j 1.

4. Odrediti  zajednigke nule polinoma: a) P(x) = x*+x3+ 2x2+ x+ 1, QX)=x3%j 2x?+xj 2

b) P(x) = x*+ 6x3+ 17x%+ 24x + 12, Q(x) = x3j 2x?j 13 10

5. Broj x = aje nula reda k polinoma P i ujedno nula reda | > k polinoma Q. Odrediti  vixestrukosti nule

x = apolinoma P¢Qi P+ Q.

6. Dat je polinom P(x)=x%j 2x>+ 3x?| 2x+ 2. Neka je ® koren jednagine x?j xj 3= 0. Izraqunati P (®).
7. Brojevi x = 1i x = 2su nule polinoma P, komeje slobodan glan jednak 4. Naz ostatak pri de2e©u
polinoma P (x) polinomom Q(x) = x3j 3x2+ 2x.

8. Koje uslove je potrebno da is pu©avaju prirodan broj ni realan broj a, da bi polinom P(x)= x"j ax"i 1+
axj 1bio dedv polinomom Q(x)= (xi 1)??

9. Odrediti ai btako da jedan koren polinoma P(x) = x3+ 6x?+ ax+ bbude 3, a ostala dva korena da budu
uzastopni celi brojevi.

10. Odrediti ai btako da je jedan koren polinoma P(x) = x®+ ax®+ 4x + bjednak 2, ai razlka preost ala
dva korena je jednaka 2.

11. Odrediti ai btako da su koreni polinoma P(x)= x3+ ax?+ 26x + btri uzastopna cela broja.

12. Dokazati da za neparan ceo broj g jednagina x*+ 3x + q= 0 nemacelobrojnih  rexe©a.

13. Da bi mezxukorenima polinoma P(x) = x3+ ax?+ bx+ c bila dva suprotna broja, potreban i dovo?an uslov
je ab= c. Dokazati.

14. Dokazati da alg ebars ka jednagina f (x) = 0 n-t og st epenasa celobrojnim  koeficijentima nemacelobrojnih
rexe©a ako su brojevi f(0) i f (1) neparni.

15. Dokazati da alg ebars ka jednagina f (x) = 0 n-t og st epenasa celobrojnim  koeficijentima nemacelobrojnih
rexe©a ako nijedan od brojeva f (1);f (2);f (3) nije dedv sa 3.

16. Polinom P n-tog stepenasa celobrojnim  koeficijentima zax=0;1;:::;nj 1uzima vrednosti razligit e
od nule i po apsolutnoj vrednosti ma©eod n. Dokazati da P nemacelobrojnih  nula.

17. Neka je P 2 Z[x] i nekasu ai buzajamno prosti celi brojevi. Ako je P(a) de?iv sabi P(b) de?v sa a,
dokazati da je tada P(a+ b) de?v sa ah

18. Ako je broj ®nula polinoma sa celobrojnim  koeficijentima, onda je za sve prirodne m i broj B@takote
nula nekog polinoma sa celobrojnim  koeficijentima.

19. Ako je x; 6 0 koren jednagine oblika ax*+ bx®+ cx?+ bx+ a = 0, onda je i % koren ist e jednagine.
Dokazati.

20. Odrediti a;bi ctako da jedan koren polinoma P(x) = 6x°+ ax?+ bx+ ¢ bude % a ostala dva korena da
budu suprotni  racionalni  brojevi.

21. Dokazati da polinom sa celobrojnim  koeficijentima P(x) = px®°i (pi 1)x?>+ 1, gde je p prost broj, nema
racionalnih korena.

22. Odrediti  sve prost e brojeve p za koje jednagina px®+ x+ 2= 0ima bar jedan racionalan koren.

23. Odrediti  racionalne nule polinoma P(x)= 6x3j 1%+ 9 2.

24. Rastaviti na ginioce polinom P(x) = x3j 7x?+ 14xi 8.

25. Ako monigan polinom P sa celobrojnim  koeficijentima nemacelobrojnih  nula, tada su sve realne nule
tog polinoma iracionalni brojevi.

26. Dokazati da za svaki prirodan broj n> 2i prost broj pvaYi da je Fr’tﬁiracionalan broj.

27. Dokazati da ako je p prost broj onda polinom P(x) = x" + x"i 1+ :::+ x + p nemaracionalnih korena.

28. Neka je P polinom sa celobrojnim  koeficijentima i neka za tri razligit a cela broja a;bi c va%i
P(a) = P(b) = P(c) = 1. Dokazati da P nemacelobrojnih  korena.
29. Dat je realni polinom P(x) = a,x"+ an; 1X" 1+ 1114+ a;x+ ap. Neka su ©egove nule Xi;Xp;:::;Xn. Odrediti

p(n)(a)xn . P(i 1 (q)
n! (nj 1)!

b) Q2(x) = @anx" i @n; 1x" T+ an; X" 2 i+ (i 1)"ag; V) Qs(X) = @apx" + arx" L+ iiid @ 1X + an;

9) Qa(X) = anx" + an; 1bx" 1+ an; HbPx" 2+ i+ g Ix + apb, gde su ai bdati realni brojevi.

30. Ako polinom P sa celobrojnim  koeficijentima uzima vrednost 2 zatri razligit e celobrojne vrednosti,

onda P ni za jedan ceo broj ne uzima vrednost 3. Dokazati.

, P"(a)
ni 1 2
X ! + ...+ TX

nule polinoma: a) Q1(x) = + PYa)x + P(a);

31. Dokazati da se polinom P(x) = (xj a;)(Xxj a2):::(Xi a,)i 1, gde su a;;:::;a, razliqiti celi brojevi, ne
mo¥aeprikazati  u obliku proizvoda dva polinoma stepena> 1 sa celobrojnim  koeficijentima.
32. Dokazati da se polinom P(x)= (Xij a;)(Xj az):::(Xj an)+ 1, gde su ay;:::;a, razliqiti celi brojevi, ne

moYseprikazati  u obliku proizvoda dva polinoma stepena> 1 sa celobrojnim  koeficijentima.



33. Dokazati da se polinom P(x) = (xi a1)?(xj ax)?:::(xi ay)?+ 1, gde su ai;:::;a, razliqgit celi brojevi,
ne moYseprikazati  u obliku proizvoda dva polinoma stepena> 1 sa celobrojnim koeficijentima.

34Y. Odrediti  sve polinome P za koje vaYai: XCP(xj 1)=(xij 3)¢P(x); 8x2R.

35Y. Odrediti  sve polinome P za koje vaYai: (xi DEP(x) = (xj 3)¢eP(xi 1);8x 2 R.

36%. Odrediti  sve polinome P za koje vaYai: P(x)¢P(x+ 1) = P(x?+ x + 1);8x 2 R.

37Y. Neka je P(x) = x" + an; 1x"1 1+ :::+ ayx + 1 realan polinom sa nenegtivnim  koeficijentima, koji ima n
realnih  korena. Dokazati da je P(2) > 3".

38Y. Niz polinoma Py(x);P1(x);::: zadat je sa Po(X) = L;P1(X) = X; Pxe2 (X) = 2X CPys1 (X) i Pe(X)(k = 0;1;:::).
Dokazati da se sve realne nule polinoma Pg(x) nalaze u int ervalu (i 1;1).

39. Odrediti  sve polinome n-tog stepena sa celobrojnim  koeficijentima sa osobinom da u n celobrojnih
tagaka imaju vrednost n, a u 0 vrednost 0.

40. Polinom P je sedmogstepenai u sedamrazligitin celobrojnih  tagaka uzima vrednost 1ili j 1. Dokazati
da se polinom P ne moYseprikazati kao proizvod dva polinoma stepena> 1 sa celobrojnim  koeficijentima.

41. Na? realne nule polinoma P(x)= x%+ 1.

42. Odrediti  realne fakt ore polinoma P(x)=x>"+ 1, n2N.

43. Fakt orisati  polinom P(x) = x*j x3+ 2x?+ 11x + 7.

44. Jednagina x®j 2x3+ 2x?j 4ima kompleksan koren qiji je argument %. Odrediti  taj koren.

45. Na2z sve realne brojeve pi qtakve da polinom i P(x) = x3+ px2+ 18i Q(x) = x3+ gx + 12 imaju dva
zajednigka korena. Odrediti  te korene.

46. Sve su nule polinoma P(x)= x3+ px+ q;q6 Orealne. Dokazati da je koeficijient  p negativan.

47. Na2 polinom tre2eg stepenasa vodezim koeficijent om 2 takav da ©egove nule zadovo?avaju jednakosti
1+l+1_'1+1+1_'1:8.

X1 X2 X3 T XiXa X1X3 X2X3 7 X1X2X3

48. Neka su x1;X2;X3 i X4 koreni jednagine x*+ 5x3+ ax?+ 3x+ 5= 0. Odrediti a2 R tako da bude x; ¢x, = 1.
49. Odrediti ai btako da P(x) = x*+ ax®+ bx?j 8x + 4 ima dve dvostruke nule.

50. Odrediti atako da P(x) = x*j x3+ ax?+ 6x | 4ima dva korena qiji je proizvod jednak 2.

51. Rexiti jednaginu x*+ x®+ 2x>+ 2x + 4 = 0 ako se zna da ona ima jedan konpleksan koren giji je realan
deo jednak imaginarnom delu .

52. Koreni polinoma Q(x) = x3+ x2; 2 su konpleks ni brojevi ai bi realan broj c. Odrediti  polinom drugog
stepena P za koji je P(c) = c;P(a) = b;P(b) = ai dokazati da je polinom P(P(x))i x de&v polinomom Q(x).
53. Dokazati da je polinom P(x) = (x + 1)®M* ; (x + 1)8"*2 + (x + 1)%*3  (m;n;p 2 Ng) de?v polinomom
Q(x) = x?+ x+ 1.

54. Neka su P;qi r prirodni  brojevi. Pod kojim uslovom je polinom P(x) = x® + ax3d*l + x3*2 deajy
polinomom Q(x) = x>+ ax+ lakojea) a=1;, b) a=j1?

55. Odrediti  dovo?an uslov pod kojim je polinom P(x) = x"+:::+x+ 1dedv polinomom Q(x)= xM+:::+x+ 1
56. Dat je polinom P(x) = 4x®j 24x*+ 533 61x?+ ax+ b, gde je a;b2 R. Na2 sve nule polinoma P ako se
znadaje 1+ i jedna nula i da postoji bar jedna racionalna nula.

57. Ako jednagina x3+ ax+ b= 0ima racionalne korene p;qi r, dokazati da jednagina py?+ qy+ r = Ot akoe
ima racionalne korene.

58. Odrediti  vixestruke nule polinoma P(x)= x3+ x?j xj 1

59. Odrediti  vrednost realnog parametra m tako da zbir dva korena polinoma P(x) = x*j 6x3+ mx?j 12+ 16
bude jednak zbiru druga dva korena.

60. Koliko postoji polinoma sa kompleks nim koeficijentima P(x) = x3+ ax? + bx+ cgije sunule a;bi c?
61. Poznat o je da su nule konpleksdwog polinoma P(z) = z" + a,, 12" 1 + ¢¢¢+ a;z + ap kompleks ni  brojevi
®p;®; 1 ®,. Izraqunati proizvod = (® + 1)(® + 1):::(®, + 1).

62. Dokazati da ni zajedno n 2 N polinom P,(x) = x@M*j x@ni D*; x@ni 2%, -4 x4, x+ 1 nemarealnin  nula.
63Y. Neka suai bkoreni polinoma P(x)= x*+x3j 1. Dokazati da je abkoren polinoma Q(x) = x8+x%+x3j x?j 1.
64. Realni polinom P(x) = ax"j ax"i 1+ c,; 2x"i 2+ 1114+ ¢x? | n?bx+ bima n pozitivnih  korena. Dokazati da
su svi ti koreni jednaki.

65. Dokazati da je polinom P(x)= x°; 3x*+ 6x3 3x?+ 9| 6 ireducibilan nad potem Z.

66. Rastaviti nafakt ore nad po?em Q polinom P: a) P(x) = x%j 3x3+2x2+3xj 9; b) P(x) = x*; 3x3+ 2x°?+ 2Xj 6;
V) P(X) = x*+4x3j 6x2j 23 12; ) P(x)= x>+ 4x*+ x3j 2%+ x+ 1.

67. Dokazati da su polinom i P(x) = x"j 2 ireducibilni nad Q za sve prirodne n> 1.

68. Dokazati da je polinom P(x)= 1+ x+ x2+ ¢¢¢+ xPi 1 ireducibilan nad Q za svaki prost broj p.

69. NaZ najma©a tri prirodna broja n za koje je polinom P(x) = 1+ x + x?+ ¢¢¢+ x"i 1 reducibilan nad Q.
70. Dokazati da je polinom P(x) = x*+ px?+ @, p;g2 Q reducibilan nad Q ako je is pu©en jedan od ova dva

uslova: 1° p? i 4q je kvadrat racionalnog broja, 2° g je kvadrat racionalnog broja r, 2rj pje kvadrat
racionalnog  broja.
71. Pokazati da su polinom i ireducibilni nad Q: a) P(x) = x4j 8x3+12x?j 6x+2; b) P(x) = x5 12x3+36x; 12

V) P(x)=x%i x3+ 2x+ 1, g) P(x)=xPj px+ 2pj 1, gde je p prost broj.



4 AHamMTUUYKE OCOOMHE MOJIMHOMA. 1€jJIOpOB IMOJMHOM.

1. Dokazati da polinom P(x) = x®+ xj 10ima bar jednu iracionalnu nulu .

2. Rexiti  nejednaginu LT < 3x.

3. Odrediti polinom P getvrt og stepena ako je poznato da je ©egov drugi izvod P%x) = 12x?+ 6x + 4i da
POx)jP (x).

4. Dokazati da polinom f(x)= 1+ {;+ X2| + X - CoC+ ’; nemavixestrukih nula.

5. Ako je a vixestruka nula poImoma P(x) onda je ai vixestruka nula polinoma Q(x) = P(x) + (PYx))?2.
Dokazati.

6. Dokazati da polinom P(x) = x3j 4x?+ 7x nemanula u int ervalu (0;2).

7. Neka je P polinom stepenan > 2. Odrediti red nule x = apolinoma Q(x) = %(xi a)[PAx)+PYa)]i P(x)+P(a).
8. Odrediti realan broj atako da x = 1 bude nula polinoma P(x) = x2"j ax"** + 2(n?j 1)x"j ax"i 1+ 1, a
zatim odrediti  red k nule x = 1.

9. Dokazati da je realan polinom P dedv svojim izvodnim polinomom, P° akoi samoako je P(x) = an(Xj Xo)",
gde su a,;Xo 2 R.

10. Odrediti  polinom sedmogstepena P koji zadovo?ava uslove (x| 1)4P(x)+ 1i (x+ 1)%P(x)j 1.

11. Odrediti  polinom getvrt og stepena P koji zadovo?ava uslove (xj 1)3jP(x)i 8i (x+ 1)?jP(x)+ 8.

12. Realni polinom P getvrt og stepenaima dvostruku nulu x = 1, a polinom Q(x) = P(x) + 4 ima dvostruku

nulu x = j 1. Odrediti  polinom P ako je Q(0) =i 2

13. Odrediti  broj realnih korena jednagine P(x) = 3x*j 4x®j 122+ a u zavis nosti od realnog parametra a.
14. Neka je 2= + a"' + ¢¢¢+ 8- + ap = 0. Dokazati da polinom P(x) = a,x" + :::+ ai;x + @ ima bar jednu nulu

n+l
na int ervalu [0;1].

5 Pammonanue dpyurnuje.

1. Razlo%iti  slede2e racionalne funkcije na zbir polinoma i prave racionalne funkcije:

x4 _x3j 7x+ 6. _ X%+ B5x4+ 53+ 5x2+ 5x + 1
a) R(x) = X+ 4 b) R(X).— XZrxi 2 V) R(X)'— T X2 2+ 3 :
2. Predst aviti prave racionalne }unkcue u obliku zbira parcijalnih razlomaka:
x2+ 1 X 1 X2+ x+ 1
R(x) = ; R(X) = —————: R(x) = ; R(X) = —————;
) R() xi Dxi 2(xji 3)’ b) R(x) X2 4x+ 3’ V) R(x) x3j x2j 32+ 60’ 9) R(X) (xi 1)’
5x4j 1 2x4+3x3+31x2+5x+10 x2+ 1 X3+ X2+ 22X+ 7
R +) R(X R(x - Y4 R = ;
d) (X) X5(X+ 5)1 ) ( ) (X+ 3)3(X| 4)2 ) ( ) X3+ X2i X| 11 4) (X) (X+ 1)2(X2+ 4)1
1 . 11x* + 20x3 | 45x2+ 22x + 158 2x8 + 184+ 73| 27x%+ 6% | 299
2) R = =i i) R =~ e ;) RX) = TR R
x3+ 1 (x.3)(x+2)(x|2x+2) (xij 1)3(x?2+9)
x3+ 1

3. Racionalnu funkciju R(x) =

X2+ X+ 5)(xZ+ 1)3 predst aviti kao zbir: a) parcijalnih razlomaka;

b) razlomaka qiji su imenioci polinom i prvog stepena.

4. Dokazati da za date realne brojeve A;aj;ap;:::;a, (brojevi a su mezxusobno razliqiti) post oje realni
o A A A A
brojevi A1;Aj;:::;An, takvi da va¥i jednakost: KT a0+ a0 an) = +la1 * 2 +2a2 it +”an.

5. Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka slede2e funkcije:
a) s . b) et gde su a;b;c2 Ri a?;b?;c? me+usobno razligiti brojevi
(F+ A+ 1) 7 (E+ @)X+ B)(xT+ )’ ” RN |
1 _Wunil‘"(il)iil

6. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaYai

(x+1)(x+2):::(x+n)_i:1 il x+i »gdeje x2RnZ.



6 Pemema 3amaraka, ymmyTcTBa M pe3yJiTaTH.

1.1 Svi identit eti vave.

1.2 Q(x) = 3x3 + 3x.

13a)P+Q=3%] 1, PjQ=23x%] x+3 P¢Q=23x3] x>+ 3xj 2 3P+2Q = &%?j xj 1; b)
P+Q=2x2i{ 2x;, PjQ=i4x+2 P¢Q=x%; 23 3x?+4xj 1, 2P| 3Q=ix?j %x+5 Vv)P+Q-=
2x8+3x5; 3x%+4xj 3; Pj Q= 2x5 3x% 3x?j 4x+3, P@Q = 6xj x7j 6x8 123+ 9x?; P 2Q = 2x5; 6x°j 3x?j 8x+6;
P P+Q=x*+2x2%; x+1L PjQ=ix% 23 3xj LP¢eQ=ix"j 2% x*; 23 x*i 2x; i3Pj 2Q=
i x4+ x3j 5x%+ 4x i 2.

1.4 Zbir koeficijenat a polinoma P(x) = apx" + :::+ a;x + a jednak je P(1) = a,:::+ a; + ap. St oga imamo: a)
11998 ¢210 - 1024, b) 21999 + (I 2)1999 - 0; V) (I 1)450 ¢(I 1)540 - 1; g) 1100 ¢0100 =0

15 Ako je P(X) = apx" + :::+ a;x + ag; @ 2 Z, onda je razlka P((5)i P@3) dedva sa 5j 2 = 3, jer je
PB)i PB)=an(B"i 2")+ an, 16" i 2"il)y+ :::+ a4(5i 2). Kako je P(5)i P(2) = 5, xt o nije de?vo sa 3, to
dobijamo da takav polinom ne post oji.

1.6 Na osnovu prethodnog zadatka dobijamo da ako postoji polinom sa celobroj- nim koeficijentima tada je
P(11)j P(7) uvek de?ivo sa 4, pa ne mo¥ebiti prost broj. p_ p_

1.7 Pokazati matematigkom indukcijom ili uz pomo2? binom nommog obras ca da je (a+ b)*+ (aj b¥ ceo broj
za svako prirodno K.

1.8 P(X)¢(x) = [1+ X2+ 1104 x190 ;) x(1+ x2+ 100+ X)) ¢[1+ x%+ 100+ x200+ x(L+ x2+ 100+ x%¥)] = 1+ x%2+ 10+
x100)2 5 x2(1+ x%+ 1+ x%)2 i sad je oqgig ledno da ima samo parne stepene.

1.9 Kako polinom P(j x) ima isti koeficijent  kaoi polinom P(x) uz x?° i Q(j x) kaoi Q(x), problem se svodi
na posmatra®©e polinoma P(j x) = (1+ x2+ x3)1090 i Q(j x) = (1 x?j x3)199°, Svi glanovi u P(j x) su pozitivni

i sabiraju se, dok su neki glanovi u Q(j xX) sa negativnim predznakom, tako da 2e se neki glanovi mezusobno
pokratiti. St oga je koeficijent  uz x2° ve2i u P(j x) nego u Q(j x), ti. ved je u P(x) nego u Q(x).

1.10 a) Ako x? prebacimo na drugu stranu , dobijamo polinom drug og st epena, koji je nula{polinom jer uzima
vrednost 0 za tri razligit e vrednosti X = a;x = b;x = ¢ b) Prebacimo 1 na drugu stranu i dobijamo
polinom P tre2eg stepenaza koji je P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = O, te je nula{polinom.

1.11 a) P(x) = 2x2j x+ 5, b) P(x)= 2x?j x+ 5, V) P(xX)= 2x?; x+ 5

1.12 Ako tra%imo koeficijent e polinoma P dobi2emo homogen sist emod n+ 1 jednagina sa n+ 1 nepoznatih,
gija je determinant a sist emarazligit a od nule jer je to Vandermondova determinant a za n + 1 razligitih
vrednosti. St oga sist emima jedinstveno rexe©e. To je trivijalno rexe©e, pa je polinom P nula{polinom.
1.13 Posmatra se novi polinom P Qi primeni serezult at prethodnog zadatka.

114 a) P(x) = (xi 1+ (xi D+ 3; b)) P(x) = (xi 2*+3(xi 2®i (xi 2i 7(xi 2); v) P(x) =
(x+ 1% 3(x+ 14+ 2(x+ 1)3+ (x + 1)2.

1.15 a) P(x) = x?j 4x+ 5, b) P(x)= 1x?j Ix+3; V) P(x)=x3j x+ 1;

116 a=3; b=1 PX)=x%2+x+1

1.17 Neka je P(x) = ax*+ bx®+ cx?+ dx+ e. 1z uslova P(1) = P(j 1) i P(2) = P(j 2) dobijamo sist emb+ d =
0;8b+ 2d = 0, gije je rexe©e b= d= 0. Znagi P(x) = ax*+ cx?+ e. Odat le direktno sledi P(x) = P(j x)(8x 2 R).
1.18 1z P(x) = P(j x) nakon izjednagava©a koeficijenat a i rexava©a homognog sist ema, dobija se P(x) =
ax*j 2ax®+ bx?+ (aj bx+c; a;b;c2R;a6 0.

1.19 Kada bi postojao Q(x) bi bio polinom drug og stepenaQ(x) = ax?+ bx+c. Odredimo konmpoziciju (Q+Q)(x) =
a(ax?+ bx+ )%+ b(ax?+ bx+ ¢) + c = ax*+ 2a%bx® + (2a%c+ ab’ + abx? + (2abc+ P)x + (ac® + be+ ¢). Izjednagava©em
koeficijenat a dobijamo a = 1;b = %;c = % iz koeficijenat a najstarija tri glana, ali to se ne sla¥%e sa
narednim jednaginama 2abc+ b? = 1;ac® + bc+ ¢c= 1, pa ne postoji takav polinom Q.

120 Q(x) = ax+ 3aj 3; a2R.

1.21 Dobije se sist emkoji nemarexe©a (kao u zadatku 1.19).

1.22 a) Ako je degP = n;degQ = m tada mora da va¥si n+ m = nm;n;m 2 No. Trivijalno rexee n=m=20
daje ‘P =1,Q=cc2R ‘ Imamo i netrivijalno rexe©e ove jednagine n=m= 2. Tada su P(x) = ax?+ bx+ Ci
Q(x) = dx?>+ ex+ f. Iz uslova P ¢Q = P +Q, kada izjednagimo koeficijent e, dobijamo sist em: ad? = ad;2ade =
ae+ bd;a€®+ 2d + bd= af + be+ cd, 2aef + be= bf + ce;af 2+ bf + c= cf. jeg ovorexe©e jed= 1;b= ae;f =i e;c=0,

tj. traYeni polinom i su |P = x?+ aex;Q= x?>+ exj e;a;e2 R;a6 0|. Pored ovih rexe©a imamo i rexe©e

[P = 0,Q je proizvotan  polinom | .

b) 1z a) dobijamo da su rexe©a ‘P =Q=x% P=Q=1 i P=Q-= 0‘.

1.23 PMiPGY _ 319929+1 )

1.24 Sligno kao i u zadatku 1.5 dobijamo aj bjP(a)j P(b)=bj cjP(b)j P(c)=cj ajP(c)j P(a)=aj b
Iz ovog niza jednakosti sledi daje aj b= 8§(bj ¢)i aj b= 8(cj a). Ako je aj b=cj bondajea=cxto
daje kontradikciju sa gi©enicom da su brojevi a;b;c razliqgiti. Ako je aj b= aj condaje b= cxtoje
opet kontradikcija. Ako je aj b=bj ci aj b=cj aondaiz prve jednagine dobijamo aj c= 2(aj b), a iz
drugeaj c= bj aodakle je aj b= 0, t. a= b Kako smou svim slugajevima dobili  kontradikciju , polazna
pretpost avka ne mo¥%eda va¥si, pa ne postoji takav polinom.




2.1 Kolignik je Q(x) = x2+ 3x+ 8, a ostatak je R(x) = 19. Ovaj rezult at mo¥emodobiti obignim de2e©em

polinoma ili primenom Hornerove xeme.

2.2 Kolignik  je Q(x) = x3+ 2x?+ x+ 1, aostatak je R(x) = x + 1.

2.3 Iz jednakosti P(x) = (x+ 1)Q1(x)+ 3i P(X) = (Xj 2)Q2(x)j 3uvrxt a®emx = j 1tj. x = 2 dobijamo sist em

i 2+ a+b=34; 2a+ b= 3, gija surexe®a a= 4,b= 1.

2.4 Ostatak je R(x) = j 2x + 6.

2.5 Ostatak je R(x) = &ipr, + $i2ry,

2,6 Po Bezuovomstavu imamo daiz P(1) = 1"+1"j 2= Osledi daxj ldeli P(x). Kako je P(0)= (j )"+1"j 2=
0 zan parno
i 2 zan neparno

Q(x) ako i samoako je n paran broj.

2.7 Za svako n.

28a=j1 b=2

2.9 Ostatak je R(x) = j 4x + 15

2.10 Ostatak jer = j 1L

211 a=j6, b=11, c=j6.

2.12 a) Na osnovu Bezuovog stava imamo da je ostatak jednak P(j 1) = 2190 ; 2%+ :::j 2+ 1=

b) Ostatak pri de?e©u polinomom Q= 2xj lje isti kaoi ostatak pri de2e©u polinomom Q°= x j %

je kolignik u ovomslugaju dva puta vez). Stoga je tra¥eni ostatak jednak P(%) =1+1+:::+1=101 V)

Sligno  kao pod a) i b) ostaci pri de®e©u polinoma P saxj 1i x+ % jednaki suP(1)= 210+ 2%+ :::4 2+ 1=

21915 10 P(j )= 1j 1+ ¢¢j 1+ 1= 1, respektivno. Sada is koristimo  rezult at zadatka 2.5 i ostatak je

R(x) = %‘ix + %

2.13 P(x) = (x + 1)(x? + 1)Q(x) + ax? + bx+ c. Odmah imamo da je ostatak pri de?e©u polinoma P(x) sa x+ 1

jednak P(j 1) = 4= aj b+ c. Grupisa©em dobijamo P(x) = (x2+ 1)[(x+ 1)Q(x)+ a]+ bx+ cj a, paje 2x+ 3= bx+cj a

ostatak pri de?e©u polinoma P(x) sa x>+ 1. Iz ove dve jednagine se dobija rexe©e a = %;b: 2;c= g tj.

travseni ostatak je R(X) = 3x%+ 2x + 3.

2.14 R(x) = j 2x3+ 2x?+ x + 5.

2.15 St avimo smenux?=y. Imamo da je PYx) = y2"i1j y2"iZ+ ik yi 1i QYY) =vy2j 1=(yi I)(y+1). Iz

PXi 1)=j2n6 Osledi da QYy) nedeli PYy), t. P(y) nije deqv sa Q(y).

2.16 Iz dedivosti polinoma P(x) sa xj 1 dobijamo da je P(1) = 0. Kako je P(j x) = P(x) dobijamo P(j 1) = 0,

paje P(x) dediv i sax+ 1, t. dedv jesa (xj L)(x+ 1)=x?j 1

2.17 Iz postavke zadatka imamo da je zbir koeficijenat a na parnim mestima jednak zbiru koeficijenat a na

neparnim mestima, a odatle se dobija P(j 1)= 0i P(1) = 2. Sada seiz izraza P(x) = (x?i 1)Q(x) + R(x), gde

je R(x) = ax+ bili direkthnom primenom rezult ata zadatka 2.5 dobija R(x) = x+ 1.

2.18 Mogu2e je u sva tri slugaja:

Pi1(x) = x+ 5;Py(x) = xj 3;Q(X) = x+ 1tada QjP; + P5.

Pi(X) = X LPa(x)=x+ 2,Q(x) = x2+ x 2tada QjPs+ Ps.

P1(X) = x+ LP2(x) = xi 2,Q(x) = xij 1tada QjP1(P2).

2.19 Uvedimo pomo2ni polinom Q(x) = P(x)j p. Kako je Q1) = Q(2) = Q(3) = Q4) = 0, to je moguze Q

predst aviti u obliku Q(x) = (xj 1)(Xj 2)(xi 3)(xij 4)T(x). Ako bi bilo P(a)=2p) Q(a)=p, tj. imali bis mo

da broj p dele sva getiri  broja aj 1;aj 2;aj 31 aj 4 xt o je nemogu2e jer su fi p;i 1;1;pg jedini delioci

prost og broja p.

2.20 Zadat ak ima dva rexe®a: a=j 7;b=j1 i a=j1lzb=j 2

2.21 Stavivxi  (x3+ x+ a)(x3+ kx?+ Ix + m) = x® + x3 + a, dobijamo kontradikt oran sist emjednagina.

2.22 a) 209; b) 200; v) 2166

223 a) P(x) = (xj 1)®+(xj 1)+ 3; b)) P(x)= (x+ 2% 5x+ 2%+ 2(x+ 22+ 26(x+ 2)j 41; V) P(x) =

2(xi 3)°+ 30(xj 3)*+ 177(x i 3)°+ 519(x ; 3)>+ 757(x | 3)+ 431

2.25 a) NZD(P;Q) = 1;S(x) = x; T(x) = i 3x?| x+ 1,

b) NZD(P;Q) = x + 2,S(x) = g(xi 3);T(x) = 5(j x>+ 3x + 1);

v) NZD(P;Q) = x?j X+ 2,S(x) = j 3% T(x) = j 3(x*| 2x+ 1).

2.26 X2 2x+ 1.

2.28 Jest e za svako p.

2.29 Ako je a= j b, onda je Poh+1 = 0. Neka je zato a+ b6 0.

Zan = 1dobija sedaje P3(x) = [x?+ (a+ b)x+ a@3(a+ b) = 3(a+ b)(x+ a)(x+ b). Dakle nule polinoma Pzsux;=j a

i X2 = jb Kako je Pons1 (j @) = P"* + @2 a2 P = 00 Ponsq (j b) = @@t 4+ P a2t Pt =,

vidimo dasuxi=jai Xo=jbnule i polinoma Psn+1, pa P3(X)jPon+1 = 0, Xt 0je i trebalo dokazati.

Za n = 2 dobija se polinom Ps(x) = 5(a+ b)[x*+ 2(@a+ bx3 + 2(a+ b)?x%2 + (a+ b)x + ab(a® + ab+ ¥)]. Ps: P3 =

%[(x2 + (a+ bx + (a® + ab+ P?)]. Nule ovog kolignika su X3 i X4 Xt 0 sa prethodno na+enim nulama daje skup

rexe©a jednagine Ps= O:

toje zan parno P(x) de?iv sax, azan neparno nije. Stogajei P(x) de?v polinomom

2101+1

a+

ab|
3 .

b§i¢ %(a2+ ?) +

X1 =i aX2=jbXzs=i >




31a)k=2;, b)yk=3;, v) k=2
3.2 P(x)=a(x+ 1)(xi 2)(x+ 2)? = ax*+ 3ax®; 2ax?| 12axj 8a, a2R;a6 0.
3.3 P(x) = x*+ 10x® + 36x° + 56x + 32
3.4 Zajednigke nule polinoma P i Q surexe©a jednagine NzD (P;Q) = 0.
a) X12=8i; b)yxyg=ijLxx2=j2
3.5 Broj x= aje nula reda kl polinoma P ¢Q i nula reda k polinoma P + Q.
3.6 P(x) = x2(x%j x)i X(x2i X)+2(x?j x)+ 2. Kako je ® | ®= 3, imamo P(®) = ®? (3] ®(3+ 243+ 2= 3(®?| ®)+ 8=
3¢3+ 8= 17.
3.7 R(x) = 2x?j 6x + 4.
3.8 Napiximo polinom P uobliku P(x)=x"j 1j ax(x"1 2 1)= (xj DX" T+ i+ x+ 1j ax(x" 3+ 24 x+ 1)].
Da bi polinom u uglast oj zagradi bio de?v sa xi 1, potrebno je i dovo®no (po Bezuovom stavu) da bude
ni ainj 2)= 0. Dakle P(x) je dediv sa (xi 1)® za proizvoano n> 2i a= ﬂ‘n—z
39 a=j 7;b=j 60. Koreni polinoma P sux;=3;Xx,=j4X3=jb.
3.10 Iz jednakosti (xj 2)(xi ®)(xj ®+2) = x>+ ax®+ 4x+ bse dobija sist ema= | 2®;4= @+ 2®j 4;b= | 26+ 4®.
Ovaj sist emima dva rexe©a uskupu Z: ® = 2,a3 = j 4bp=0i ®& = j 4,4, = 8 b, = | 48 a odgovarajuz  koreni
jednagine su X; = 0;Xo = 2;X3 =21 X1 = j 6;Xo = 4X3= 2
3.11 Ima dvarexe©a: a;=j b =i 24i a,= 9;p = 24, a odgovaraju2e nule polinoma su Xx; = 2;X, = 3;Xxz3= 4
i X1 = idXxo=j3xz3=j2
3.12 Ako je g neparan, neparni su mui svi delioci, pabi i rexe©e, oznagimo ga sa Xxp moralo biti  neparno.
A kako je to koren jednagine moralo bi da va¥i xo+ 3xo+ q= 0, xt 0 je nemogu2e jer sumatri neparna broja
ne mo%ebiti  jednaka nuli.
3.13 Ako mezu korenima polinoma P imamo dva suprotna broja , i j, i preost ali koren nek je !, tada sep
moY¥aepredst aviti  u obliku P(x) = (xi ,)(x+ ,)(Xj !). Kad izjednagimo koeficijent e dobija sea= 1 b=
i ,%;c=,°1 aodatle sedirektno dobija da je ab= c.
Ako je ab= ¢, tada imamo da je P(x) = (x?+ b)(x + a), a kako su rrexe©a jednagine x°+ b= 0 suprotni brojevi,
to dobiajmo da mezu korenima P postoje dva suprotna broja.
3.14 Neka je x1 2 Z rexe©e. 1z Bezuovog stava imamo f (x) = (x i X1)q(x). Tada iz uslova da je f(0) = j x1q(0)
neparan dobijamo da je x; neparan. Iz uslova daje f(1) = (1i x1)q(1) neparan dobijamo da je 1i x; neparan,
xt o je nemogu?e, pa f nemacelobrojnih  korena.
3.15 Sligno kao prethodni primer. Neka je x; 2 Z rexe@e. Tada je f (x) = (xj X1)q(x). Kad tu zamenimo redom
x = 1;2;31i izmno¥%imo te jednakosti dobija sef (1)¢f (2)¢f (3) = (i x1)(2i x1)(3i x1)q(1)a(2)q(3), a ta jednakost
nije mogu2a jer je tagno jedan od brojeva 1i Xi3;2j X1;3i X1 koji jav®aju nalevoj strani jednakosti de?v sa
3, proizvod f (1) ¢f (2) ¢f (3) sa desne strane nije de?v sa 3 iz uslova zadatka. Kontradikcija.
3.16 Neka je x3 2 Z nula polinoma P(x) = apx" + :::+ a;x + ap. Prika%imo je u obliku x; = nk+r;k2 Z;06
réeni l Tadaje P(r) = P(r)j 0= P(r)j P(x1) = (@anr" + :::+ ayr + ag) i [an(nk + r" + :::+ a;(nk + r) + ag].
Oduzima©em ay se ukida, ponixt avaju se glanovi oblika a;r', a od preost alih svaki sadrsi n kao fakt or,
pa mo¥emopisati  P(r) = nc, gde je c neki ceo broj razligit od nule (jer je iz postavke zadatka P(x) 6 O,
zax = 0;1;:::;nj 1). Ali  tada odbijamo kontradikciju sa drug om polaznom predpost avkom: jP(x)j < n, za
x=0L:::;nj 1
3.17 Koristiti binom ni obrazac i uslove zadatka.
%18 Neka je ® nula polinoma P(x) = anx" + an; 1 X" 1+ 111+ ayx + ap sa celobrojnim  koeficijentima. Tada je
®nula polinoma Q(x) = ayx™ + an; (XM D+ 4+ 2 x™ + ag.
319 Iz P(xy) = x* ¢P(%) direktno sledi da je x; 6 0 koren jednagine da je tada i % koren te jednagine.
3.20 a=j 2b=j 24
3.21 Treba proveriti jesuli x=81ili x= §% koreni polinoma P. Za x = 1imamo P(1) = 26 0. Za
x = jlimamo P(j 1) = j2p+2< 0. Da bi x = ; bio koren treba P(3) =0, . 5 i pgzl + 1 = 0, odnosno,
p*i p®+ p?+ 1= 0, a ova jednagina nemacelobrojnin  korena (jedini kandidati §1 se lako odbace). Analogno
se pokazuje i da x = i & nije koren.
3.22 Od kandidat a za koren odmah2emo odbaciti pola: x = 1;2; %% jer je za®©ih f(x)= px3+ x+ 2> 0. Dad
postupak je potpuno isti kao u prethodnom zadatku i na kraju se dobije da ni za jedan prost brost broj p
dat a jednagina nemaracionalni  koren (1 nije prost broj!).
323 x1= Lixp = Zix5= 1L
324 P(X) = (xi DXi 2(xi 4).
3.25 Kako je polinom monigan, to je ©egov najst ariji  koeficijent a, = 1. Stoga ako bi imao racionalnih
nula one bi bile celobrojne, a kako je u postavci dato da P nemacelobrojnih  nula, to dobijamo da su sve
realne nule tog polinoma iracionalni brojevi.
3.26 Neka je x; = »p. To je rexe©e jednagine x"j p = 0. Racionalni kandidati za koren ove jednagine
8§1i 8p. Ali kakoje P(1) = 1j p<OP(i1)=81i p<OP(P=p"i p>0i Pip=3(P"ip=
n .
P ﬁ] .p> 0 zanpamo dobijamo da je x; = Eﬁ iracionalan broj.
i P"i p< 0 zan neparno
3.27 Isti  dokaz kao u prethodnim zadacima.
3.28 Uvedimo pomo2?ni polinom Q(x) = P(x)j 1. Kako sumunule x = a;x = bi x = con se mo%epredst aviti u
obliku Q(x) = (xj a(xi b(xi R(x). Tada je P(x) = (xj a)(xi b(xi ¢R(x)+ 1. Ako bi P imao celobrojnu




nulu x = dtada bi va%ilo 0= P(d) = (dj a)(dij b(dj ¢)R(d)+ 1. Ali u tomslugaju dobijamo da postoje 3
razligit a broja dj a;dj bi dj ckoji dele j 1xt oje kontradikcija.

3.29 a) Nule polinoma Qi(x) su Xi1j a;X2j &;:::;Xnj a b) Nule polinoma Q2(X) SU X1;X2;:::;Xn.

v) Nule polinoma Q3z(x) su Xi;i;:::;i. 0) Nule polinoma Q4(X) su bxg;bxy;:::;bX,.

3.30 Neka je P(a) = P(b) = P(c) 2 za razligit e brojeve a;b;c. Pretpost avimo da je P(d) = 3, tada je
il=P(@j P(=(aj d¢m;m2 Z (vidi zadatak 1.5). Odatle sledi daje aj d= 8§81. Analogno se dobijaju
bi d=81i cij d= 81. Odatle se dobija da su bar dva od brojeva a;b;c jednaka xt o je u kontradikciji sa
pretpost avkom zadatka.

3.31 Pretpost avimo da postoje R;S takvi da je P(x) = R(X) ¢S(x). 1z P(a) = i 1 = R(a) ¢S(a) dobijamo
R(a) = i S(&), t. R(a) + S(a) = 0, pa polinom R(x)+ S(x) ima n nula (&), a stepen muje ma®©i od n pa po
zadatku 1.12 dobijamo da je R(x) + S(x) = 0. Tj. dobili smoda je P(x) = j R(x)?, ali to je nemogu2e jer smo
dobili daje P(x)6 0 8x,atreba P(x)! 1 kadx! 1.

3.34 Ako u datu jednaginu uvrstimo x = 0 dobijamo P(0) = 0. Ako uvrstimo x = 3 dobijamo P(2) = 0. Ako
uvrstimo x = 1 dobijjamo P(1) = j 2P(O) 0. P(3) nije jednoznagno odrexen, a od ©egovog izbora zavise
P(4);P(5);::: Na osnovu Bezuovog stava imamo da je P(x) = x(xi 1)(xj 2)Q(x). Kada ovo uvrstimo u uslov
zadatka dobijamo x(xj 1)(Xj 2)(xi 3)Q(xj 1)= (xj 3x(xi D(Xxi 2)Q(x), tj. Q(xj 1)= Q(x). Na osnovu zadatka
1.13 dobijamo da je Q(x) = c¢. St oga su sva rexe©a polazne jednagine polinom i P(x) = ex(xi 1)(X i 2) c2 R

3.35 Ako u datu jednaginu uvrstimo x = 1 dobijamo P(0) = 0. Ako uvrstimo x = 2 dobijamo P(1) = j P(l) =
Ako u datu jednaginu uvrstimo x = 3 dobijamo P(3) = 0. Ako uvrstimo x = 4 dobijamo P(4) = lP(3) = O
Kako je P(n) = ”‘ 3P(n i 1)zan>4tonamP(3)=0) P(4)=0) P(5)=0) ::: Matematigkom mdukcuom

mol/4emcpokazat| 'da je P(n)=0; n2 N. Na osnovu zadatka 1.13 dobijamo da je P(x) = 0i to je jedino rexe®e.
3.36 Polinom nemarealnih nula (ako bi imao imao bi beskonagno nnogo realnih nula jer P(x) = 0 povlaqi

P(x?+ x+ 1) = 0). Ovaj polinom je ili konstantaili ima konpleks nih nula. Ako je konstanta P(x) = c, onda
je ¢ = ¢, tj. imamo rexe©a ‘P(x) =0 P(x)= 1‘. Ako ima kompleksan koren a+ bi onda su mukoreni i aj bi
(zbog osobina konpleks nih korena) i j aj bii j a+ bi (ove dva zbog parnosti  funkcije:  funkcija je parna jer

je P(X)tP(x+1)= P(x?+ x+ 1) = P(j X)®P(; xj 1) za beskonagno mmogo vrednosti). Neka je a> 0;b> 0 (ako nije
zamenimo koren sa nekim od preost ala tri korena). Kad zamenimo koren a+ biu x?+ x+ 1i izraqunamo kvadrat
modua tog konpleks nog broja on je jednak (b*j 27+ 1)+ (a? + b?) + (a* + 2a° + 2a° + 2a+ 2a°lF + 2ak’) > (a + 7).
Kako u gor©oj nejednakosti treba da va¥i jednakost (da ne bis moimali beskonagno konpleks nih korena)
to mora da bude is pu©eno ¥ = 1 a = 0. Dobili smoda su jedine nule §i pa je u ovom slugaju rexe©e
P(x) = (x?+ 1)
3.37 Svi koreni su negativni jer x > 0) P(x) > 0. Oznagimo te korene sa Xi;X2:::;Xn. Neka je yx =
i Xk >0, k=1;:::;n. Tada je P(X) = (X + y1)(X + y2);::(X + yn). Ako primenimo nejednakost aritmetigke i
geometrijs ke éredlne dob|jamoQ2+ yk = 1+ 1+ y > 3By, paje P(2) > S”Bm Iz Viet ovih formu la
imamo da je G ") Vi = 1, jer suyx > 0. Kad to uvrstimo u prethodnu nejednakost dobijamo
P(2) > 3.

3.38 Fiks iramo x = a. Tada rgxavamo diferenchiu  jednaginu Py.z (a) = 2aC¢Py.1 (8) | Pk(a);Po(a) = 1;P1(a) = a.
ieno rexe©e je Py(a) = 3(a+ a?j 1)*+ 3(aj a%j k. Zaa>1 Py(a)>0 Zaa6 il i kpano Py(a)> 0.
Za a6 i1 Pg(a)< 0. Stoga dobijamo da su sve realne nule jaj < 1.

3.39 Posmatrati pomo2ni polinom Q(x) = P(x)i n. Nule su mu razligiti brojevi xi1;X2:::;Xn 2 Z. Tada je
Q(X) = A(Xj X1)(Xi X2):::(Xj Xpn). Slobodan glan polinoma Q je Q(0) = j n, paiz Viet ovih formu la dobijamo
X1X2:::Xn = (j 1)”(‘A—”), . n= (D" xxo:iXn = j(i D" xaxoiiixnj > 2" 2 (jer su najvixe dva korena Xy

ma®©a od 2 po apsolutnoj vrednost). n>2"12) n6 4. Zan=1imamodaje Q(x)=xj 1lili Q(X)=jx+1,
tj. rexe©a koja odgovaraju sux;=1i A= 1, 0dnosnox;=j1i A=j 1 Zan= 2imamo daje Q(x) = x?+ x| 2
i Q) =x%j xj 2ili Q(Xx)=jx?+3xj 2ili Q(x)=ix% 3xj 2| rexe©a koja odgovaraju x;= 1;x»=j 2
i A=11 X1=iLxo=2i A=1t. x1=Lx,=2i A=l t. x1=iLxx=ij2i A=jl Zan= 3imamo
daje Q(x) = x3+3x%j xj 3ili Q(x)=ix3+3x?+ xj 3| rexeOa koja odgovaraju X1 = 1;X> = j Lxz=j 3i
A=11. x;=1x2=jLx3=3i A=j1l Zan=4imamo daje Q(x) =i x*+5xj 4| rexe©e koje odgovara

X1=LXxo=jLixs=2x4=i2i A= 1

Rexe©a su: [P(x) 2 f§ x;x28 x;j x>8§ 3x;§x>+ 3x?" x;j x* + 5x%g].
3.40 P7(x) = Q(x) ¢R(x) i neka je 1< degR < 46 degQ. R(x;) = 81 pa R ima bar u qgetiri  tagke vrednost 1
@ii  j1i tad razmatra®©e ide potpuno analogno) pa po zadatku 1.13 dobijamo daje R= 1. Tad je 1= degR,

pa smo dobili da je polinom P nemogu2e rast aviti na proizvod dva polinoma stepena> 1 sa celobrojnim
koeficijentima.




